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ã ¿E²�»+¶�Íj¾?¸~º7¸+·�º7µEµE³K¶1º�¹K¿�·$¶�º7ÉE·$¶�Ídº7·5¾.¹�¹�¶�¸+·5¾?¸+ÉE¶�É~½v½5µ~²'²U¹K¿�³$²U¹�¶�Ã�¸+¾?·5¾?¶�¸ ¾æ½v½V·�º7·5¾.½5·5¾.¹'ºNÇ
��� Ù����TÅ ã ¿E²�³K²U½5É+Ç?·5¾?¸EÃ�Í�²'·$¿E¶E»E½'Ù~Ïk¿+¾æ¹K¿�É~½5²Ü¹�³KÉ~»+²§½Vµ~²'²U¹K¿!µE³K¶¢»+É~¹�·5¾?¶�¸�Í�¶E»+²�Ç.½'ÙS¿+¾æ»E»+²'¸
Ö!ºÚ³$Ô�¶7¼�Í�¶E»+²�Ç.½]Þ�ÆÎÖ�Ö�½�ß�Ù+¿~ºN¼�²]à~²'²'¸	½5É~¹'¹�²U½$½TÐÑÉ+Ç�ÇæºÚ³$Ã�²�Ç?Ø�à~²U¹'º7É~½V²Ü¶ÚÐ;·$¿E²]² Ì ¾.½5·K²'¸~¹�²Ü¶ÚÐ
Ï{²�ÇÈÇ �ÑÉE¸~»+²'³�½5·K¶1¶E»fÙc¹�¶�¸~½T¾.½5·$²'¸+·Îº7¸~»dµE³K¶�¼7º7à+Ç?Ø�¹�¶�¸+¼�²'³$Ã�²'¸+·)·$³�º�¾H¸+¾?¸EÃ�µE³K¶¢¹�²U»+ÉE³$²U½2Å
Â7¾H¸~¹�²"!�#%$%$EÙ Ï{²]¿~ºN¼�²�àS²'²'¸�¾?¸+¼�²U½5·5¾?Ã1ºÚ·5¾?¸EÃ�·$¿E²�É~½5²j¶7ÐmÐÑ²'²U»&�9ÐÑ¶�³$Ï)º7³�»�¹�¶�¸E¸E²U¹�·V¾H¶¯¸+¾æ½V·�¸E²'·'�
Ï{¶¯³$Ô¢½�·$¶k¾?Í�µE³$¶7¼�²)ÆÎÖ�Öo½5µ~²'²U¹K¿j³$²U¹�¶�Ã�¸+¾?·5¾?¶�¸d½5Ø¢½V·$²'Í�½'Å ã ¿E²pà~º�½T¾.½m¶ÚÐ~·$¿+¾.½Òº7µEµE³$¶+º�¹$¿]¿~º�½
à~²'²'¸�º]µE³$¶+¶7ÐJ·$¿~º7·âÐ ²'²U»&�9ÐÑ¶�³$Ï)º7³�»j¸E²'·5Ï{¶¯³$Ô¢½a¹'º7¸dà~²vÉ~½5²U»dº�½aµE³$¶�à~º7à+¾ÈÇÈ¾?·5Ø�²U½5·V¾HÍdº7·$¶�³�½ � !(�3Å
±	²�¿~ºN¼�²vàS²'²'¸�É~½T¾?¸EÃ�½5É~¹K¿�¸E²'·5Ï{¶¯³$Ô¢½á·$¶�²U½5·5¾?Í�ºÚ·$²v·$¿E²�¶¯ÉE·$µEÉE·)µE³$¶�à~ºÚà+¾ ÇÈ¾?·5¾?²U½v¶ÚÐâÆtÖ�Ö!½
� #EÙ�!�)*�3Å
À3¸�·$¿+¾.½�µ~º7µS²'³UÙ7Ïp²)½5ÉEÍ�Í�º7³V¾æ½V²{·K¿E²{·K¿E²'¶�³$Ø�ÉE¸~»+²'³VÇHØ¯¾?¸EÃj¶�ÉE³m¿1Ø+àE³5¾.»�¹�¶�¸E¸E²U¹�·V¾H¶¯¸+¾æ½V·,+¢ÆtÖ!Ö
½5Ø¢½V·$²'Í�½'ÙEº7¸~»ÝµE³$²U½5²'¸+·)·$¿E²t¾.½$½5ÉE²U½ Þ3à~¶¯·$¿�·$¿E²'¶�³$²'·V¾æ¹'º�ÇJ³$².-~¸E²'Í�²'¸+·�½tº7¸~»dµE³�º�¹�·5¾.¹'ºNÇ�¸E²U¹�²U½,�
½T¾?·5¾?²U½�ßm·$¿~º7·ÒÏp²)¿~ºN¼�²k¿~º�»j·$¶jº�»E»+³$²U½$½â¾?¸�¶¯³�»+²'³Ò·$¶]É~½5²)·$¿E²U½V²ÎÍ�²'·K¿E¶¢»E½a½5É~¹'¹�²U½$½TÐÑÉ+ÇÈÇHØ�Å�/)ÉE³
³$²U¹�²'¸1·d² Ì µ~²'³5¾?Í�²'¸+·�½�¿~ºN¼�²´É~½5²U»�¹�¶¯¸E¸E²U¹�·5¾?¶�¸+¾.½5·�Í�²'·K¿E¶¢»E½§¾?¸ àS¶�·$¿¡·$¿E²´à~º�½5²�ÇÈ¾?¸E²	À$Á)Â�À
¹�¶�¸1·V¾H¸+ÉE¶�É~½v½5µS²'²U¹$¿�³$²U¹�¶¯Ã�¸+¾?·5¾?¶�¸!½5ØE½5·$²'Í�º7¸~»Ý·$¿E²jÍ�¶�³$²�¹�¶�Í�µ+ÇH² Ì10vË ÁÒÀ,2ÒÆ Ë43 ½5ØE½5·$²'Í
»+²'¼�²�Ç?¶�µ~²U»�º7·vÂ 3 À{ÀT¸1·K²'³$¸~º7·5¾?¶�¸~ºNÇ ��5 �3Å

ã ¿E²�¹�¶�¸E¸E²U¹�·5¾?¶�¸+¾.½5·�½5ØE½5·$²'Í�½t»+²U½$¹�³5¾?àS²U»�¿E²'³$²j²U½5·5¾?Í�º7·K²�µE³$¶�à~ºÚà+¾ ÇÈ¾?·5¾?²U½tÐÑ¶�³v¹�¶�¸+·$² Ì ·k¾?¸~»+²(�
µ~²'¸~»+²'¸+·)µE¿E¶�¸E²vÍ�¶E»+²�Ç.½'ÅEÆ)¶7Ïp²'¼�²'³UÙ+º�»+¼�º7¸~¹�²U»�¹�¶¯¸1·5¾?¸+ÉE¶�É~½)½5µS²'²U¹$¿�³K²U¹�¶�Ã�¸+¾?·5¾?¶�¸�½5ØE½5·$²'Í�½
ÉE·5¾ÈÇ ¾.½5²�¹�¶�¸+·$² Ì ·�»+²'µS²'¸~»+²'¸1·dµE¿E¶�¸E²�Í�¶E»+²�Ç.½ � ! 5 Ù6���3Ê�ÍjÉ+Ç?·5¾?µ+ÇH²´Í�¶E»+²�Çæ½ÜÐ ¶�³j²Uº�¹K¿�µE¿E¶�¸E²
»+²'µ~²'¸~»¯¾?¸EÃ�¶¯¸�·$¿E²v½5ÉE³$³$¶�ÉE¸~»¯¾?¸EÃ�µE¿E¶¯¸E²'·5¾.¹Î¹�¶�¸+·$² Ì ·UÅ�ÀT¸�µ~ºÚ³$·ÒÀ87ÜÙ+Ïp²)µE³$²U½5²'¸+·)ºv¸E²'Ï¡¸E²'·'�
Ï{¶¯³$Ô	»+²U¹�¶�Í�µ~¶+½T¾?·5¾?¶�¸�Í�²'·$¿E¶¢»Õ·$¿~º7·jºNÇÈÇ?¶�Ït½tÐÑ²'²U»&�9Ð ¶�³KÏáºÚ³�»�¸E²'·5Ïp¶�³$ÔE½t·$¶�Í�¶E»+²�Ç{µE¿E¶¯¸E²U½
¾H¸�¹�¶�¸+·$² Ì ·�²�åä¹K¾?²'¸+·5Ç?Ø�º7¸~»�µ~º7³�½T¾?Í�¶�¸+¾?¶�É~½TÇ?Ø�Åm±	²d½5¿E¶7Ï�·$¿+¾.½�·K²U¹$¿E¸+¾:9¯ÉE²�·$¶´à~²�·K¿E²'¶�³$²'·'�
¾æ¹'º�Ç Ç?Ø�Ä5É~½5·5¾;-~²U»=<�¸E¶Õ¾H¸~»+²'µS²'¸~»+²'¸~¹�²�º�½$½VÉEÍ�µE·5¾?¶�¸~½jº7³$²d¸E²U¹�²U½$½$º7³KØ%< º7¸~»Õ¾?¸+¾?·5¾.ºNÇv² Ì µS²'³5¾ �
Í�²'¸1·�½j¿~ºN¼�²!»+²'Í�¶¯¸~½5·$³�º7·K²U»�·$¿~º7·�·$¿E²�»+²U¹�¶�Í�µS¶1½T¾?·5¾?¶�¸¡Í�²'·$¿E¶E»�»+¶+²U½j¾?¸~»+²'²U»�µE³$¶E»+É~¹�²
½T¾?Íj¾ÈÇæºÚ³vµE³$¶�à~º7à+¾ÈÇÈ¾?·�Ø�²U½V·5¾?Í�º7·$²U½p·K¶�·$¿E²vÍjÉ~¹$¿dÇ.º7³KÃ�²'³)¶�³5¾?Ã7¾?¸~ºNÇ�¸E²'·�Ïp¶�³KÔ¢½'Å
>�¾H¸~º�Ç Ç?Ø´Ï{²v¶¯ÉE·5ÇÈ¾H¸E²j½5¶�Í�²vÏp¶�³KÔj¾?¸�µE³$¶�Ã¯³$²U½$½)º7¸~»�ÐÑÉE·$ÉE³$²j»¯¾?³$²U¹�·5¾?¶�¸~½áÐ ¶�³k·$¿+¾.½pµE³$¶�Ä5²U¹�·UÅ
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À3¸�ºt½5·�º7·V¾æ½V·5¾.¹'ºNÇ ºÚµEµE³$¶1º�¹K¿j·$¶�½Vµ~²'²U¹K¿Ü³K²U¹�¶�Ã�¸+¾?·5¾?¶�¸cÙ�·K¿E²á»+²U½�¾H³K²U» 9�É~ºÚ¸1·5¾?·5Øt¾.½�·$¿E²pµ~¶1½V·$²'³5¾?¶�³
µE³$¶�à~º7à+¾ÈÇÈ¾?·�Ø

P( . N
1 | / T

1 , Θ)
¶7ÐÎº�Ïp¶�³�»	½V²�9�ÉE²'¸~¹�² . N

1 = 0 1, …, 0 N
ÃÚ¾H¼¯²'¸	·$¿E²�º�¹�¶�É~½5·5¾.¹

²'¼�¾.»+²'¸~¹�² / T
1 = 1 1, …, 1 T

º7¸~»´·$¿E²jµ~º7³�º7Í�²'·$²'³�½k¶7ÐÒ·$¿E²jÍ�¶E»+²�Ç.½vÉ~½5²U»
Θ

Å ã ¿E²U½5²jÍ�¶E»+²�Ç.½
º7³$²vÃ�²'¸E²'³�ºÚ·5¾?¼�²vÍ�¶E»+²�Çæ½k¶7ÐJµ~ºÚ³$·5¾.¹�É+Ç.º7³ÎÉE¸+¾?·�½á¶7Ðâ½Vµ~²'²U¹K¿	Þ3²�ÅIÃSÅ�µE¿E¶�¸E²U½�ß�Å ã ¿+¾.½)µE³K¶�à~º7à+¾ÈÇÈ¾H·5Ø
Í�ºNØ�àS²�³$²(�Ñ² Ì µE³$²U½$½5²U»ÝÉ~½T¾?¸EÃ�2pºNØ�²U½43+³$É+Ç?²�Ê

P( . W
1 | / T

1 , Θ) =
P( / T

1 | . W
1 , Θ)P( . W

1 |Θ)
P( / T

1 |Θ)
Þ !7ß

=
P( / T

1 | . W
1 , Θ)P( . W

1 |Θ)5�6
′ P( / T

1 | . ′, Θ)P( . ′|Θ)
.

P( / T
1 | . W

1 , Θ)/P( / T
1 |Θ)

¾.½a³$²�ÐÑ²'³$³$²U»j·K¶Üº�½�·$¿E²tº�¹�¶�É~½5·5¾.¹kÍ�¶E»+²�Ç Å ã ¿+¾.½â¾æ½â·$¿E²kÇ ¾?Ô�²�ÇÈ¾?¿E¶+¶¢»d¶7Ð
·$¿E²{º�¹�¶¯É~½5·5¾.¹m²'¼¯¾.»+²'¸~¹�²)Ã7¾?¼�²'¸j·$¿E²{½V²�9�ÉE²'¸~¹�²p¶7ÐEÏp¶�³�»tÍ�¶E»+²�Ç.½'Ù�»¯¾?¼�¾.»+²U»jà+Øv·$¿E²ÒµE³K¶�à~º7à+¾ÈÇÈ¾H·5Ø
¶7Ð{·$¿E²dº�¹�¶�É~½5·5¾.¹�»EºÚ·�ºdà~²�¾?¸EÃ�Ã�²'¸E²'³�º7·K²U»�à1Ø�·$¿E²�Í�¶¢»+²�Ç.½'Å ã ¿+¾.½tÇ.º7·$·K²'³�·$²'³$Í Þ

P( / T
1 |Θ)

ß�Ù
Í�ºNØ�à~²p³$²'Ã+º7³�»+²U»jº�½mºv¹�¶�¸~½5·�º7¸1·aÞ3¶7¼�²'³�Í�¶E»+²�Çæ½CßJ¸E¶�³$ÍdºNÇÈ¾æ½�¾H¸EÃ]·$²'³$Í º7·�³$²U¹�¶�Ã¯¸+¾H·V¾H¶¯¸�·5¾?Í�²�Å
Æ)¶7Ïp²'¼�²'³ÜºÚ·�·$³�º�¾H¸+¾?¸EÃ�·5¾?Í�²�Ù�·$¿E²�µ~ºÚ³�º7Í�²'·$²'³�½

Θ
º7³$²�àS²�¾?¸EÃ º¯»Eº7µE·$²U»fÙ�·$¿+É~½

P( / T
1 |Θ)

¾.½
¸E¶�·Î¹�¶�¸~½5·�º7¸1·NÅ ã ¿E²vµE³5¾?¶�³UÙ

P( . N
1 |Θ)

Ù+¾.½)¶¯àE·�ºN¾?¸E²U»dÐÑ³$¶�Í�·$¿E² ÇæºÚ¸EÃ�É~º7Ã�²vÍ�¶E»+²�Ç3Å

ã ¿E²và~º�½T¾.¹tÉE¸+¾?·)¶7Ð;½Vµ~²'²U¹K¿d¾æ½áÃ�²'¸E²'³�ºNÇÈÇ?Ø�½5Í�ºNÇÈÇ?²'³)·$¿~ºÚ¸äº]Ïp¶�³�»=<�¿E²'³$²vÏp²tÏp¾ÈÇÈÇJÉ~½5²tµE¿E¶�¸E²
Í�¶¢»+²�Ç.½'Å Ë º�¹K¿vµE¿E¶�¸E²a¾æ½�Í�¶¢»+²�ÇÈÇ?²U»jà+Ø�º)ÆÎÖ�Ö�Å'±	¶¯³�»vÍ�¶E»+²�Ç.½m¹�¶�¸~½T¾.½5·�¶7Ð ¹�¶�¸~¹'º7·K²'¸~º7·5¾?¶�¸~½
¶7Ð;µE¿E¶¯¸E²�Í�¶E»+²�Ç.½]Þ�¹�¶�¸~½5·$³�ºN¾?¸E²U»dà1Ø�µE³$¶¯¸1ÉE¸~¹K¾.º7·5¾?¶�¸~½áÐÑ³$¶�ÍÛº]Ç?² Ì ¾.¹�¶�¸fß�Ùf½5²'¸1·K²'¸~¹�²�Í�¶E»+²�Ç.½
¹�¶�¸~½T¾.½5·�½�¶7Ð~¹�¶�¸~¹'º7·K²'¸~º7·5¾?¶�¸~½�¶7Ð~Ïp¶�³�»tÍ�¶¢»+²�Ç.½aÞ�¹�¶�¸~½V·$³�ºN¾?¸E²U»]à1Ø�ºkÃ�³�ºÚÍ�Í�º7³'ß�Å ã ¿E²mÇ?² Ì ¾.¹�¶�¸
º7¸~»�Ã¯³�º7Í�Í�ºÚ³Ò·$¶�Ã¯²'·$¿E²'³ÒÍ�ºÚÔ�²ÎÉEµd·$¿E²tÇ.º7¸EÃ�É~ºÚÃ�²ÎÍ�¶¢»+²�Ç3Ù~½5µS²U¹K¾ÈÐ Ø¯¾?¸EÃ�µE³5¾?¶�³pµE³$¶¯à~º7à+¾ÈÇ ¾?·5¾?²U½
Ð ¶�³t½5²'¸1·K²'¸~¹�²U½'ÙEÏp¶�³�»E½)ºÚ¸~»dµE¿E¶�¸E²U½'Å
7 ÆtÖ�Ö ¾.½Òº�½V·$¶¢¹K¿~º�½5·V¾æ¹kº7ÉE·$¶�Í�ºÚ·$¶�¸�»+².-~¸E²U»�à+Ø�º�½5²'·a¶7Ð ½V·�º7·$²U½

qi
Ù+ºv·$¶¯µ~¶7Ç?¶�Ã�Ø�½5µS²U¹K¾ÈÐ Ø&�

¾H¸EÃ�º�Ç Ç?¶7Ïp²U»j½5·�º7·$²a·$³�º7¸~½�¾H·V¾H¶¯¸~½'Ù�º7¸~»�ºv½V²'·J¶7ÐEÇ?¶E¹'ºNÇ~¶�ÉE·$µEÉE·�µE³$¶�à~ºÚà+¾ ÇÈ¾?·5Ø�»+²'¸~½T¾?·�Ø Ð ÉE¸~¹�·V¾H¶¯¸~½
Þ 2 0 >m½�ß

P( 1 t, qi|qj , / t 8 1
1 )

ÅfÖ!ºÚÔ�¾?¸EÃd·$¿E²vÐÑÉE³$·$¿E²'³vº�½$½5ÉEÍ�µE·5¾?¶�¸~½)·K¿~º7·)·$¿E²�¶¯ÉE·$µEÉE·Îº7·t·5¾?Í�²
t
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1. The conditions given by stochastic approximation theory (
5

n αn = ∞ and
5

n α2
n < ∞) are not, in fact,

met by our gain sequence, αn 0 1/2n , since
5

n 1/2n < ∞. A gain sequence such as α 0 1/n would meet these
constraints. This first constraint, that is violated by our gain sequence, may be regarded as ensuring that the
gradient descent can in fact reach the minimum. Since we use a cross-validation training scheme, it may be
that this condition is not necessary for us. Certainly a 1/2n gain sequence results in faster training than a 1/n
sequence.
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¾H·K²'Í�Å ã ¿+¾.½]µ~º7µS²'³Ü¹�¶�¸+·5¾?¸1ÉE²U½]·$¿+¾.½ ³$²U½5²Uº7³�¹K¿	à+Ø´¾H¸+·$²'Ã�³�º7·5¾?¸EÃ!½5É~¹K¿�¹�¶�¸E¸E²U¹�·5¾?¶�¸+¾.½5·jµE³$¶�à��
º7à+¾ÈÇ ¾?·5Ø�²U½V·5¾?Í�º7·$¶�³�½a¾?¸1·$¶�º§ÇæºÚ³$Ã�²ÜÆtÖ�Ö ¹�¶�¸1·V¾H¸+ÉE¶�É~½v½5µS²'²U¹$¿�³$²U¹�¶¯Ã�¸+¾?·5¾?¶�¸!½5ØE½5·$²'Í´ÙfÂ 3 À%3 ½
0vË ÁÒÀ,2ÒÆ Ë43 ��5 �TÅ 0vË ÁÒÀ 2aÆ Ë63 ¾æ½vºdÍjÉ~¹K¿�³5¾.¹$¿E²'³�½5ØE½5·$²'Í�·K¿~º7¸�·$¿E²jµE³$²'¼�¾?¶�É~½tà~º¯½5²�ÇÈ¾H¸E²
½5Ø¢½V·$²'Í�½fÏp²Ò¿~ºN¼�²mÉ~½V²U»fÅUÀT·c¾?¸~¹KÇ?É~»+²U½mÍjÉ+Ç?·5¾?µ+Ç?²)µE³$¶�à~º7à+¾ÈÇÈ¾.½5·5¾.¹pÏp¶�³�»tµE³K¶�¸1ÉE¸~¹K¾.º7·V¾H¶¯¸~½'Ù�¹�³K¶1½$½,�
Ï{¶¯³�»dµE¿E¶�¸E¶7Ç?¶�Ã7¾.¹'ºNÇ{ºÚ¸~»�º�¹�¶�É~½V·5¾.¹vÍ�¶E»+²�ÇÈÇ ¾?¸EÃ~Ùc¹�¶¯¸1·$² Ì ·v»+²'µ~²'¸~»+²'¸+·vµE¿E¶�¸E²jÍ�¶¢»+²�Ç.½'Ùfº7¸~»
Í�¶¢»+²�Ç.½kÏp¾?·$¿�ÍjÉ+Ç?·5¾?µ+Ç?²�»+²'¸~½T¾?·5¾?²U½'Å
±	¶�³�»�Í�¶E»+²�Ç.½�º7³$²�³$²'µE³K²U½5²'¸1·K²U»�º�½jµE³K¶�à~º7à+¾ÈÇÈ¾æ½V·5¾.¹�¸E²'·5Ï{¶¯³$Ô¢½]¶7ÐvµE¿E¶�¸E²´Í�¶¢»+²�Ç.½'Ùp½5µS²U¹K¾ �
Ð Ø¯¾?¸EÃ	ÍjÉ+ÇH·V¾Hµ+Ç?²�µE³$¶�¸+ÉE¸~¹K¾.º7·5¾?¶�¸~½'Å ã ¿E²U½5²�¸E²'·5Ïp¶�³$ÔE½ÜºÚ³$²�Ã¯²'¸E²'³�º7·$²U»�à+Ø�·K¿E²äº7µEµ+ÇÈ¾.¹'º7·5¾?¶�¸
¶7ÐÒµE¿E¶�¸E¶7Ç?¶�Ã7¾.¹'ºNÇÒ³KÉ+ÇH²U½ ·$¶dà~º�½5²�ÐÑ¶�³$ÍoµE³$¶�¸+ÉE¸~¹K¾æºÚ·5¾?¶�¸~½tÐÑ¶�³t²Uº�¹$¿´Ïp¶�³�»fÅSÀ3¸�¶�³�»+²'³v·$¶�ÇÈ¾?Íj¾?·
·$¿E²j¸1ÉEÍjà~²'³v¶ÚÐÒµ~º7³�º7Í�²'·K²'³�½)·K¿~º7·ÎÍjÉ~½5·vàS²j²U½5·5¾?Í�º7·$²U»fÙfµE¿E¶¯¸E¶7Ç?¶�Ã7¾.¹'ºNÇÒ³$É+Ç?²U½vº7³$²�¹K¿E¶1½5²'¸
à~º�½5²U»´¶�¸�Í�²Uº�½5ÉE³$²U½k¶7ÐÒ¹�¶�¼¯²'³�º7Ã�²�º7¸~»´¶7¼�²'³�¹�¶7¼�²'³�º7Ã�²t¶7Ðâºd»Eº7·�ºÚà~º�½5²�¶ÚÐ;µE³$¶¯¸1ÉE¸~¹K¾.º7·5¾?¶�¸~½2Å
ã ¿+¾.½)³$²U½VÉ+ÇH·�½p¾?¸�¸E²'·5Ïp¶�³$ÔE½pÏ)¿+¾.¹K¿�Í�º Ì ¾?Íj¾.½5²]·$¿E²Ü¹�¶7¼�²'³�ºÚÃ�²Î¶ÚÐÒ¶�à~½5²'³$¼�²U»dµE³K¶�¸1ÉE¸~¹K¾.º7·V¾H¶¯¸~½
Ï)¿+¾ÈÇH²kÍj¾?¸+¾HÍ§¾æ½�¾H¸EÃj¸E²'·5Ïp¶�³$Ôv½T¾/.'²�Å%2m³$¶¯à~º7à+¾ÈÇ ¾?·5¾?²U½â¶7Ð~µE³$¶�¸+ÉE¸~¹K¾.º7·5¾?¶�¸~½mº7³$²a²U½5·5¾?Í�º7·K²U»�à+Øv·$¿E²
Ð ¶�³KÏáºÚ³�»&�Ñà~º�¹KÔ1Ï)º7³�»�ºNÇ?Ã�¶�³5¾?·$¿EÍ�ÙEºNÐÑ·$²'³a·�Ø¯¾?¸EÃ�·$¶�Ã¯²'·$¿E²'³m¾?¸~½5·�ºÚ¸~¹�²U½p¶7ÐJ·$¿E²�½Kº7Í�²tµE¿E¶�¸E¶7Ç?¶�Ã%�
¾æ¹'º�ÇJµE³$¶E¹�²U½$½a¾?¸!»¯¾��c²'³$²'¸+·)Ïp¶�³�»E½'Å�2m¿E¶¯¸E¶7Ç?¶�Ã7¾.¹'ºNÇJ³$É+Ç?²U½)¹'ºÚ¸�à~²Ü½Vµ~²U¹K¾;-~²U»´·$¶�º7µEµ+Ç?Ø�º�¹�³$¶1½$½
Ï{¶¯³�»E½'Ùcº�»E»¯¾?¸EÃ´¾?¸+¾H·V¾æº�ÇÎ¶�³ -~¸~º�Çáº7³�¹'½ Ï)¿+¾.¹$¿�º7³$²d¹�¶�¸~½5·$³�º�¾H¸E²U»Õ·$¶�¹�¶�¸E¸E²U¹�·j¶�¸+Ç?Ø	·K¶�º7³�¹'½
Ð É+Ç;-EÇÈÇÈ¾H¸EÃ´·$¿E²�¹�¶�¸+·$² Ì ·)¶7Ðm·$¿E²v³$É+Ç?² � 	 Ù 5 �3Å
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ÁÒ¶�¸+·$² Ì ·d»+²'µ~²'¸~»+²'¸+·�µE¿E¶�¸E²�Í�¶E»+²�Ç.½�¾H¸~¹KÇ?É~»+²�Ïp¶�³�»&�3½5µS²U¹K¾ - ¹ µE¿E¶�¸E²�ÙÒ·K³5¾?µE¿E¶�¸E²�ÙpÃ�²'¸E²'³'�
ºNÇÈ¾æ½V²U»	·$³V¾HµE¿E¶¯¸E²�Ù;¹�³K¶1½$½,�ÑÏp¶�³�»´·$³V¾HµE¿E¶¯¸E²�Þ�¹�¶�¸~½5·K³�ºN¾?¸E²U»	·K¶�¹�¶�¸E¸E²U¹�·�·$¶�º7µEµE³$¶�µE³V¾æºÚ·$²�¹�¶�¸��
·$² Ì ·�½�ß�ÙÒº7¸~» Ç?²�ÐÑ·�º7¸~»�³5¾?Ã�¿+·dà+¾HµE¿E¶¯¸E²�Þ�º7¸~»�Ã�²'¸E²'³�º�Ç ¾.½5²U» à+¾HµE¿E¶¯¸E²7ß�Å 7 ÇÈÇ�·$¿E²U½V²�Í�¶E»+²�Ç.½
º7³$²�½5Í�¶+¶�·$¿E²U»�·$¶�Ã¯²'·$¿E²'³UÙEºNÇ?¶�¸EÃ�Ïp¾?·$¿�¹�¶¯¸1·$² Ì ·p¾?¸~»+²'µ~²'¸~»+²'¸+·vÍ�¶E»+²�Ç.½'ÙEÉ~½T¾?¸EÃd·$¿E²�»+²�Ç?²'·$²U»
¾H¸+·$²'³$µS¶7Ç.º7·5¾?¶�¸�ºNÇ?Ã�¶�³5¾?·$¿EÍ�Å
Ö�¶+½5·jµE¿E¶�¸E²�Í�¶E»+²�Çæ½§¿~ºU¼¯²�·$¿E³$²'²�½5·�º7·$²U½2ÙJ²Uº¯¹$¿�½5·�º7·K²�¿~ºN¼¯¾H¸EÃ�º!½V²�Ç Ð�·K³�º7¸~½T¾?·5¾?¶�¸�º7¸~»�º
·$³�º7¸~½T¾?·5¾?¶�¸�·$¶�·$¿E²áÐ ¶7ÇÈÇ?¶7Ïp¾?¸EÃ�½5·�º7·$²�Å 7 ½5ÍdºNÇÈÇ~¸1ÉEÍjà~²'³p¶7ÐfµE¿E¶�¸E²tÍ�¶¢»+²�Ç.½a¿~ºN¼�²)·5Ïp¶�½V·�º7·$²U½'Ù
·$¶�ºNÇÈÇ?¶7Ï¡Ð ¶¯³Î½5¿E¶�³$·p³$²Uº�Ç ¾.½$ºÚ·5¾?¶�¸~½'Å

	���£ 	)� �U� 	)� ¥ |

Ë�Ì µ~²'³5¾?Í�²'¸+·�½pÏp²'³$²vµS²'³5Ð ¶¯³$Í�²U»�¶�¸�·$¿E²v½5µ~²Uº7Ô¯²'³'�9¾?¸~»+²'µ~²'¸~»+²'¸E· 0 7 3 2 7 3 ²U½5¶�ÉE³�¹�²�Ö�º7¸��
º7Ã�²'Í�²'¸+·Ò»Eº7·�º7à~º¯½5²�Å ã ¿+¾.½p»Eº7·�º7à~º�½V²{É~½V²U»�ºt¼�¶E¹'º7àEÉ+Ç.º7³$Øj¶7Ð #%#=$tÏ{¶¯³�»E½mº7¸~»j¸E¶]Ã�³�º7Í�Ídº7³
Þ3µ~²'³$µ+Ç?² Ì ¾?·�Ø�� #%#%$+ßm¶�³tºjÏp¶�³�»�µ~ºN¾?³ÎÃ�³�º7Í�Í�º7³kÞ3µ~²'³Kµ+ÇH² Ì ¾?·5Ø����%)+ß�Å
7 ! 	 ·K¿�¶�³�»+²'³�Í�²�Ç ¹�²'µ~½5·K³$ÉEÍ ÐÑ³$¶�¸+·�²'¸~»�Ï)º�½�É~½5²U»fÙ7µE³$¶E»+É~¹K¾?¸EÃ 	 �t¹�¶+²�åä¹K¾?²'¸1·�½âµ~²'³�ÐÑ³�º7Í�²�Ê
²'¸E²'³$Ã�Ø�Ù�! 	 ¹�²'µ~½5·K³�ºNÇ ¹�¶+²�åä¹K¾?²'¸1·�½aº7¸~»j»+²'³5¾?¼�º7·V¾H¼¯²U½m¶7Ðf²Uº�¹$¿�½5·�º7·5¾.¹âÐ ²Uº7·KÉE³$²)¹�¶�Í�µEÉE·$²U»j¶7¼�²'³
º � Ð ³�º7Í�²ÒÏá¾H¸~»+¶7Ï�Å ã ¿E²a¾?¸EµEÉE·�½�·$¶t·$¿E²)Ö�� 2�¹�¶�¸~½T¾.½5·$²U»]¶7Ð ºáÐ ³�º7Í�²m¾?¸

± 4
Ð ³�º7Í�²U½�¶7Ð ¹�¶�¸��

·$² Ì ·NÙ1ºtÐÑ²Uº7·$ÉE³K²Î¼�²U¹�·K¶�³�Ç?²'¸EÃ�·$¿�¶7Ð 	 5 � Å ã ¿E²�Ö�� 2a½a·$¿~º7·ÒÏp²)É~½V²U»�¹�¶�¸+·�ºN¾?¸E²U» � ! 	 ¿+¾æ»E»+²'¸
ÉE¸+¾H·�½)Þ5ºt¸1ÉEÍjà~²'³p»+²'·$²'³$Íj¾?¸E²U»�à1Øj²'Í�µ+¾?³5¾.¹'ºNÇf² Ì µS²'³5¾?Í�²'¸+·�½'Ù+·$³�º�»¯¾?¸EÃ]¶ �ä³K²'µE³$²U½5²'¸+·�º7·5¾?¶�¸~ºNÇ
µ~¶7Ïp²'³�Ïp¾?·$¿�¹�¶�Í�µEÉE·�ºÚ·5¾?¶�¸fß�º7¸~»��%#´¶�ÉE·$µEÉE·]ÉE¸+¾?·�½�Þ�¹�¶�³$³$²U½Vµ~¶�¸~»¯¾?¸EÃ	·$¶��%#�Í�¶�¸E¶�µE¿E¶�¸E²
¹'º7·$²'Ã�¶�³V¾H²U½Cß�Ù~ÃÚ¾H¼¯¾?¸EÃ�º�·K¶�·�ºNÇJ¶ÚÐ{º7³$¶�ÉE¸~» ! � )EÙ�)=)%)]Ï{²�¾?Ã�¿+·�½'Å�Â�·$¶E¹$¿~º¯½5·5¾.¹vÃ�³�º�»¯¾?²'¸1·�»+²U½$¹�²'¸+·
·$³�ºN¾?¸+¾?¸EÃ�·�Ø+µ+¾.¹'ºNÇÈÇ?Ø�³$²�9¯É+¾?³$²U»�º7à~¶�ÉE· !�)�µ~º¯½$½5²U½v·K¿E³$¶�ÉEÃ�¿	·K¿E²�·$³�ºN¾?¸+¾?¸EÃ	»Eº7·�º7à~º¯½5²�¶7Ð !�Å 5
Íj¾ÈÇ ÇÈ¾?¶�¸ Ð ³�ºÚÍ�²U½'Å ã ¿+¾æ½]³$²�9¯É+¾?³$²U»ÕÇ?²U½$½]·$¿~º7¸ 	 � ¿E¶¯ÉE³�½j¹�¶�Í�µEÉE·$²d·5¾?Í�²�ÙcÉ~½�¾H¸EÃ�º � �ÑàS¶1º7³�»
3 7 2[Þ 3 ¾?¸EÃ 7 ³K³�ºNØ 2m³$¶E¹�²U½$½5¶�³2ß � $ �3Ùf¹�¶�¸+·�ºN¾?¸+¾?¸EÃ 	 ) ã À ã ÖÕÂ 5 	 )¢Á 5 ) 0 Â
2a½'Ù~²Uº¯¹$¿�Ïp¾?·$¿
	 � �7Ô>2�¶7ÐÒÂ 3 7 Ö×º7¸~»�!��¯Ö�2�¶7Ð 0 3 7 Ö�Å

ã ¶�·K³�ºN¾?¸!º7¸�Ö�� 2�Ïp²v³$²�9¯É+¾?³$²ÜºjàS¶1¶¯·�½5·$³�ºÚµ�Í�¶¢»+²�Ç�·$¶�µE³$¶E»+É~¹�²j·5¾?Í�²(�3ºNÇÈ¾?Ã�¸E²U»´µE¿E¶�¸E²'·5¾.¹
ÇæºÚà~²�Ç.½'Å7À3¸]·$¿+¾.½m¹'º�½5²mÏp²ÒÉ~½V²U»v·$¿E²p¹�¶�¸1·K² Ì ·f¾?¸~»+²'µS²'¸~»+²'¸1· 0vË ÁÒÀ,2ÒÆ Ë43 ½5Ø¢½V·$²'Í ·$¶)µS²'³5ÐÑ¶�³$Í
·$¿E²tÐ ¶¯³�¹�²U»�ºNÇÈ¾?Ã�¸EÍ�²'¸+·tà~²'·5Ïp²'²'¸�·$¿E²v·$³�ºN¾?¸+¾?¸EÃ�»Eº7·�º�º7¸~»dÏp¶�³�»�½5²�9�ÉE²'¸~¹�²�Å

ã ¿E²	à~º�½5²�ÇÈ¾?¸E² 0vË ÁÒÀ 2aÆ Ë63 ½5ØE½5·$²'Í Í�¶E»+²�ÇÈÇ?²U» ·$¿E²�¶�ÉE·KµEÉE·�»¯¾æ½V·$³5¾?àEÉE·5¾?¶�¸~½�É~½�¾H¸EÃ�·5¾?²U»
	 º7É~½$½�¾æºÚ¸	Íj¾ Ì ·KÉE³$²U½'Å ã ³�ºN¾?¸+¾?¸EÃ�É~½5²U»�·K¿E²jÐ ¶¯³$Ï)º7³�»&�Ñà~º�¹KÔ1Ï)º7³�»�ºNÇ?Ã�¶�³5¾?·$¿EÍ�·$¶�¶¯µE·5¾?Íj¾.½5²�º
Í�º Ì ¾HÍjÉEÍ�ÇÈ¾?Ô�²�ÇÈ¾?¿E¶1¶E»	¹�³5¾?·$²'³V¾H¶¯¸cÅ
±	²�É~½5²U»�·5Ïp¶	½5²'·�½j¶ÚÐ�·$²U½V·§½V²'¸1·$²'¸~¹�²U½§ÐÑ¶�³�²'¼�º�ÇHÉ~ºÚ·5¾?¶�¸cÅ 7 5 )%)Õ½5²'¸1·K²'¸~¹�²�»+²'¼�²�Ç?¶�µEÍ�²'¸+·
½5²'·vÞ3·$¿E²�
ÚÉE¸E² ! #%$%$ 3 Ö ½5µ~²UºÚÔ�²'³)¾?¸~»+²'µS²'¸~»+²'¸1·]·$²U½5·)½5²'·'ßÒÏ)º�½áÉ~½5²U»�·$¶�·$ÉE¸E²v·$¿E²ÜÆtÖ�Ö
³$²U¹�¶�Ã�¸+¾?·5¾?¶�¸´µ~º7³�º7Í�²'·K²'³�½'ÙE½5É~¹K¿!º�½p·K¿E²vÏ{¶¯³�»d·$³�º7¸~½�¾H·V¾H¶¯¸�µ~²'¸~º�ÇH·5Ø�Å ã ¿E²v³$²U½5É+Ç?·�½k³$²'µS¶�³$·$²U»
¿E²'³$²jÏ{²'³K²�¶�àE·�º�¾H¸E²U»ÝÐÑ³$¶�ÍÛº��%)%)d½5²'¸+·$²'¸~¹�²j·$²U½5·v½5²'·]Þ3·$¿E² > ²'àE³$É~º7³$Ø1! #%$%#�º7¸~» /Î¹�·$¶¯à~²'³
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!�#%$%# 3 Ö×½5µ~²UºÚÔ�²'³t¾?¸~»+²'µ~²'¸~»+²'¸+·�·$²U½5·v½5²'·�½Cß �E¸E¶d·$ÉE¸+¾?¸EÃ�¶7Ð;µ~ºÚ³�º7Í�²'·$²'³�½)Ï)º�½pµS²'³5ÐÑ¶�³$Í�²U»
É~½T¾?¸EÃ�·$¿+¾.½t½5²'·UÅ

� (+* ��!��,���%*��,!  ! *��,!�*���� (��,! � �
±	² -~³�½V·�² Ì µS²'³5¾?Í�²'¸+·$²U»�É~½T¾?¸EÃ�¹�¶�¸1·K² Ì ·j¾?¸~»+²'µS²'¸~»+²'¸1·´Í�¶¢»+²�Ç.½'Å ã ¿E²´à~º�½5²�ÇÈ¾?¸E²�¹�¶�¸+·$² Ì ·
¾H¸~»+²'µS²'¸~»+²'¸1· 0vË ÁÒÀ 2aÆ Ë63 ½5Ø¢½V·$²'Í ¾?¸~¹�¶�³Kµ~¶�³�ºÚ·$²U»]ÍÜÉ+Ç?·5¾?µ+Ç?²)µE³$¶¯¸1ÉE¸~¹K¾.º7·5¾?¶�¸~½2Ù�¹�³$¶1½$½,�ÑÏp¶�³�»
µE¿E¶�¸E¶7Ç?¶�Ã7¾.¹'ºNÇfÍ�¶¢»+²�ÇÈÇÈ¾?¸EÃ~Ù+²'·�¹7Å?Ù7àEÉE·m¿~º�»§¶�¸+Ç?Ø �=#)·5Ïp¶Î¶¯³m·$¿E³$²'²Î½5·�º7·$²ÒµE¿E¶¯¸E²)Í�¶E»+²�Çæ½áÞ 	 )%)
»¯¾æ½V·$³5¾?àEÉE·5¾?¶�¸~½k¾?¸!ºNÇÈÇÑß�Å

ã ¿E²�à~º�½5²�ÇÈ¾?¸E²!¹�¶�¸E¸E²U¹�·V¾H¶¯¸+¾æ½V·�½5ØE½5·$²'Í ¿~º�» �%#�½T¾?¸EÃ7Ç?²�»¯¾.½5·$³5¾?àEÉE·5¾?¶�¸�µE¿E¶�¸E²�Í�¶E»+²�Ç.½ �m·$¿E²
ÇH² Ì ¾.¹�¶�¸�¹�¶�¸~½T¾.½5·K²U»�¶7ÐJº]½T¾?¸EÃ7Ç?²vµE³$¶�¸+ÉE¸~¹K¾æºÚ·5¾?¶�¸dÐ ¶¯³m²Uº�¹$¿dÏp¶�³�»fÅ Ë º�¹$¿�µE¿E¶�¸E²ÎÍ�¶¢»+²�ÇcÏ)º�½mº
ÇH²�ÐÑ·'�Ñ·$¶=�Ñ³5¾?Ã�¿1·mÍ�¶¢»+²�ÇcÞ3Ïá¾H·K¿§½V²�Ç Ð �9Ç?¶1¶¯µ~½�ßJÏp¾?·$¿

N/2
½5·�º7·$²U½2ÙUÏ)¿E²'³K²

N
Ï)º�½c·K¿E²áºN¼�²'³�º7Ã�²{»+ÉE³�º*�

·5¾?¶�¸j¶7Ð¢·K¿E²{µE¿E¶¯¸E²�Å ã ³�º7¸~½T¾?·5¾?¶�¸jµE³$¶¯à~º7à+¾ÈÇ ¾?·5¾?²U½aÏp²'³$²ÒºNÇÈÇ~·5¾?²U»]·$¶)àS²
0. 5

Å ã ¿E²)¹�¶�¸E¸E²U¹�·5¾?¶�¸+¾.½5·
µE³$¶�à~º7à+¾ÈÇÈ¾?·�Ø´²U½5·5¾?Í�º7·K¶�³pÏáº¯½m¾?¸+·$²'Ã�³�ºÚ·$²U»�¾?¸1·$¶ 0vË ÁaÀ 2ÒÆ Ë43 ¾H¸´·5Ï{¶jÏ)ºNØ¢½2Ê
• ã ¿E²dÉ~½5É~ºNÇ	� 	 Ù 5�
 �3½5·�º7·$² 0vË ÁÒÀ 2aÆ Ë63 Í�¶E»+²�Ç.½jÏp²'³$²�É~½5²U»fÙ�àEÉE·Ü²Uº¯¹$¿	Í�¶¢»+²�Ç)¿~º�»

¶�¸+Ç?Ø�º�½T¾?¸EÃ7Ç?²]¶�ÉE·$µEÉE·Î»¯¾.½5·$³V¾HàEÉE·V¾H¶¯¸�Þ Ð ³$¶¯Í ·K¿E²ÜÖ�� 2pß�Å ã ¿1É~½p·K¿E² 	 ¶�³ 5 ½V·�º7·$²U½â¾?¸
ºjÍ�¶E»+²�Ç;½5¿~ºÚ³$²U»�ºj»¯¾.½5·$³5¾?àEÉE·5¾?¶�¸cÅ

•
7 ¸E²'Ï Ö�� 2�Ï)º�½p·$³�º�¾H¸E²U»ÝÏp¾?·$¿ 	 )%)j¶¯ÉE·$µEÉE·�½'Ù~¹�¶¯³$³$²U½5µS¶�¸~»¯¾?¸EÃ�·$¶�·K¿E² 	 )%)�½5·�º7·$²U½
¾?¸�·$¿E² �%#j¹�¶�¸+·$² Ì ·á¾H¸~»+²'µS²'¸~»+²'¸1· 0vË ÁÒÀ 2aÆ Ë63 Í�¶¢»+²�Ç.½'Å

ã ¿E²ÒÍ�º Ì ¾?ÍjÉEÍ¡ÇÈ¾?Ô�²�ÇÈ¾H¿E¶+¶E»j·$³�º7¸~½�¾H·V¾H¶¯¸vµE³$¶�à~º7à+¾ÈÇÈ¾?·5¾?²U½pÞ3Ï)¿+¾.¹K¿và~º�½T¾.¹'ºNÇÈÇ?Ø�²'¸~¹�¶E»+²U»j»+ÉE³�º7·5¾?¶�¸
¾H¸+ÐÑ¶�³$Ídº7·5¾?¶�¸fßÒÏp²'³$²v³$²'·�ºN¾?¸E²U»fÅ

ã Ïp¶�¿E²'ÉE³5¾.½5·5¾.¹'½vÏp²'³$²j·$³5¾?²U»´ÐÑ¶�³�¹�¶�Íjà+¾?¸+¾?¸EÃ�·$¿E²dÖ ��2 º7¸~»�½5·�º7¸~»EºÚ³�»´²U½5·5¾?Í�º7·$²U½t¶ÚÐ{·$¿E²
½5·�º7·$²�¶¯ÉE·$µEÉE·�µE³$¶�à~ºÚà+¾ ÇÈ¾?·5¾?²U½'ÅpÀT¸�·$¿E² -~³�½V·�Ïp²�¾HÃ¯¿1·$²U» Ç?¶�Ã1½j¶7Ðv·$¿E²�Ö�� 2 º7¸~» 	 º7É~½$½T¾.º7¸
Íj¾ Ì ·$ÉE³K²vÇÈ¾?Ô�²�ÇÈ¾H¿E¶+¶E»�²U½5·5¾?Í�º7·V¾H¶¯¸~½pÏp²'³$²vÉ~½5²U»fÊ

log(P( 1 |qj)) = λ1 log

�
Pmlp(qj| 1 )

P(qj)  + λ2 log(Pgm( 1 |qj))
Þ 	 ß

Ï)¿E²'³$²
Pmlp

»+²'¸E¶�·$²U½ ·$¿E²{Ö�� 2Ý²U½5·5¾?Í�º7·$²m¶ÚÐ ºkµE³$¶�à~º7à+¾ÈÇÈ¾?·5Ø�º7¸~»
Pgm

·$¿E² 	 º7É~½K½T¾.º7¸�Íj¾ Ì ·$ÉE³$²
²U½5·5¾?Í�º7·$²�Å 7 ½�¾H¸EÃÚÇH²d½5²'·v¶7Ð

λ
½tÏ)º�½kÉ~½5²U»´¶7¼�²'³�º�Ç ÇÒ·K¿E²§½V·�º7·$²U½'Ê ·$¿E²'Ø�Ïp²'³$²j¶�µE·5¾?Íj¾.½5²U»!Ð ¶�³

Íj¾?¸+¾HÍjÉEÍo³$²U¹�¶�Ã�¸+¾?·5¾?¶�¸´²'³$³$¶�³k¶�¼¯²'³{·K¿E² 5 )%)j½5²'¸+·$²'¸~¹�²j»+²'¼�²�Ç?¶�µEÍ�²'¸+·�½5²'·NÅ
À3¸	·$¿E²�½5²U¹�¶¯¸~»�¿E²'ÉE³5¾.½5·5¾.¹7Ùc·K¿E²�Ç?¶�Ã�¶ÚÐáºdÏp²�¾?Ã�¿1·K²U»!ºN¼�²'³�º7Ã�²�¶ÚÐ{·$¿E²�½5·�ºÚ·$²�¶�ÉE·KµEÉE·vµE³$¶�à~º*�
à+¾ ÇÈ¾?·5¾?²U½v²U½V·5¾?Í�º7·$²U»dà+Ø�·K¿E²ÜÖ�� 2�ºÚ¸~»d·$¿E²v·5¾?²U» 	 º7É~½$½T¾.º7¸´Íj¾ Ì ·$ÉE³K²U½pÏ)º�½pÉ~½5²U»fÊ

log(P( 1 |qj)) = log

�
λ1

Pmlp(qj| 1 )Pgm( 1 )
P(qj)

+ λ2Pgm( 1 |qj)  .
Þ 5 ß

À3¸�·$¿+¾.½aº7µEµE³$¶ Ì ¾?Í�ºÚ·5¾?¶�¸cÙ�·$¿E²pµE³$¶¯à~º7à+¾ÈÇ ¾?·5Ø�¶7Ðf·$¿E²Î»Eº7·�º
P( 1 )

Ïáº¯½�³$²�9�É+¾?³$²U»�·$¶v²'¸~½5ÉE³K²)·$¿~º7·
·$¿E² 	 ÇÈ¾?Ô�²�ÇÈ¾?¿E¶1¶E»�²U½5·5¾?Í�º7·K²U½vº7³$²Ü½K¹'ºNÇ?²U»	½T¾?Íj¾ÈÇ.º7³5Ç?Ø�Å ã ¿+¾.½]¹'º7¸E¸E¶�·tà~²�¶�àE·�ºN¾?¸E²U»�ÐÑ³$¶�Ío·$¿E²
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- ²'³$³$¶�³
2�²'³$µ+Ç?² Ì ¾?·5Ø

2mº7³�º7Í�²'·$²'³�½ #%#%$ �%)
2pº�½V²�Ç ¾?¸E²�Ö�� 2 � �=# ! �%� Ù �
!*� 5 �EÅ ! ! 	 Å $

ÁÒÀ8� 0vË ÁÒÀ,2ÒÆ Ë43 ! 	 � Ù � � 	 � � Å;� ! � Å )
Ö�� 2 � �=# ! �%� Ù �
!*� 5 )EÅ ! �1Å $

Ö�� 2 � 	 )%) 	 	 	 Ù # 	 ) 5 � Å�# !%!�Å �

Ö�À�� � �=# 	 $�!�Ù � � $ 	 #EÅ � �1Å �
� ���>� !����
	 ! ���,� ����>����*,)�������(+* ��!��,� � *��,!  !�*��,! * �  $,(+*,!�� (��,!#����� � $,!��>����!#�-��*,! �����
��� � ��!����>� ! ����� � � *,) � ! �,� � ��&%��� �,���-(+*!� (��,! � �#"��-�%$ � ����*,)��-!� >&�(+*$�>*>��� �����-(+*&% (�& ! ���%$" ( & �
��* �%$,!'�(>����� �,�-��&���� � $,!)(* � �+� �)*,	 ���>����!�� ������(��>� ! �-���  $,(,*,!.� (��,!#����/+! ���%$"��-�%$ ��" ( (�& �%$,&�!#! � ������! �10�232 � *��,!  !�*��,! * � �,������&��4� �,� � (,*>� ��* ��(������5� � $,! �6�
�879���
� *�� �����,790�2�2 ���>����!�� �:�>��!;(* � �+� �#*,	#< �=���,�-���- >�-!  >&�(+*$�>*>��� �����-(+* ��*�� ��&�(+���>7?" ( & �� (��,! � �-��*,)@�
�����,790�232 �,�BA !#&4�,% &%($� �%$,! (��%$,!#& �6�
� ��� � ��!�� �"��* �%$,��� �-� $,���,0�2�2 ($�,��  �,�%�
��(�&%&�! �  (+*��,��*,) ��(�(* � �+� �)*,	#< �#0�2�2 ��������!���� � $,! � �DCE79�����>� ��� !�� ������* ���>� ��� !��
� * ��! &% "(��-� � � *,)��%$,!� >&�(��>���>�-� �-���-!��  >&�(��@�>��! �F�$� �%$,!������ � *��F(* � ��� �)*,	HG &����%$,!#&
�%$,��* &�!# >�-����� *,) ��$,!I(* � �+� �#*,	  >&%(3�>���>�-�-�-����!���$� ������ >&�(��>���>� �-�-���-! �KJD�
Ö ��2JÙ+º7¸~»�Ïáº¯½mº7µEµE³$¶ Ì ¾?Í�ºÚ·$²U»jà+Ø�½5ÉEÍ�Íj¾?¸EÃj¶7¼�²'³m·$¿E²Î½V·�º7·$²Î¹�¶¯¸~»¯¾H·V¾H¶¯¸~ºNÇc·5¾?²U» 	 º7É~½$½T¾.º7¸
Ç ¾?Ô�²�ÇÈ¾?¿E¶+¶¢»E½'Ê

Pgm( 1 ) = L
i

Pgm( 1 |qi)P(qi).
Þ � ß

ã ¿E²jà~²U½5·v³$²U½VÉ+ÇH·�½tÏ{²'³K²�¶�àE·�º�¾H¸E²U»´É~½T¾?¸EÃÕÞ 	 ß�ÙEÏk¿+¾æ¹K¿	³$²U½VÉ+ÇH·K²U»�¾?¸	º7¸1$EÅ�) - ²'³$³K¶�³)¶�¸�·$¿E²
»+²'¼�²�Ç?¶�µEÍ�²'¸+·�½5²'·NÙ~¹�¶�Í�µ~º7³K²U»dÏp¾?·$¿!º7¸�²'³K³$¶�³p¶7Ð4#EÅ ! - É~½T¾?¸EÃ´Þ 5 ß�Å ã ¿+É~½vÞ 	 ßmÏáº¯½ÒÉ~½V²U»d¾?¸
²'¼�ºNÇ?É~º7·5¾?¸EÃ�¶7¼�²'³p·$¿E²��%)=)�½5²'¸+·$²'¸~¹�²v·$²U½5·Î½V²'·UÅ

3 ²U½5É+Ç?·�½�ÐÑ¶�³j·$¿E²U½5²!¹�¶¯¸1·$² Ì ·j¾?¸~»+²'µ~²'¸~»+²'¸+·�½5ØE½5·$²'Í�½�º7³$²�½5¿E¶7Ï)¸�¾?¸�·�º7à+Ç?²�!�Å ã ¿E²'³$²�º7³$²
½5²'¼�²'³�ºNÇ�¸E¶�·�º7à+Ç?²�º�½5µS²U¹�·�½p·$¶�·$¿E²U½5²v³$²U½5É+Ç?·�½2Ê
• ã ¿E²�Ö�� 2¡½5ØE½5·$²'ÍÓÉ~½T¾?¸EÃ�½T¾?¸EÃ7Ç?²�µE³K¶�¸1ÉE¸~¹K¾.º7·V¾H¶¯¸~½vº7¸~»�½T¾?¸EÃ7Ç?²�»¯¾.½5·K³5¾?àEÉE·5¾?¶�¸�µE¿E¶�¸E²

Í�¶E»+²�Ç.½Ò¿~º¯½mºkÇH¶7Ïp²'³m²'³$³$¶¯³J³�ºÚ·$²p·$¿~º7¸j·$¿E²Î¹�¶�¸+·$² Ì ·�¾?¸~»+²'µ~²'¸~»+²'¸+· 0vË ÁÒÀ 2aÆ Ë63 ½5ØE½,�
·$²'Í�ÙSÏ)¿+¾.¹K¿!É~½V²U½tÍÜÉ+Ç?·5¾?µ+Ç?²�µE³$¶¯¸1ÉE¸~¹K¾.º7·5¾?¶�¸~½]º7¸~»�¹�³K¶1½$½,�ÑÏp¶�³�»ÝµE¿E¶�¸E¶7Ç?¶�Ã7¾.¹'ºNÇÒÍ�¶¢»&�
²�ÇÈÇÈ¾H¸EÃSÅ

•
À3¸~¹�¶¯³$µ~¶�³�º7·5¾?¸EÃj·$¿E²�Ö�� 2Õ²U½5·5¾?Í�ºÚ·$¶�³m¾?¸+·$¶�·K¿E²�¹�¶�¸+·$² Ì ·m¾?¸~»+²'µ~²'¸~»+²'¸+· 0vË ÁÒÀ,2ÒÆ Ë43½5ØE½5·$²'Í ³$²U½5É+Ç?·�½t¾?¸�½5·5¾ÈÇÈÇ{àS²'·$·$²'³�µS²'³5ÐÑ¶�³$Í�º7¸~¹�²�Ù Ç?¶�Ïp²'³5¾?¸EÃ´·$¿E²�²'³$³$¶¯³�³�º7·K²§½VÉEà~½5·�º7¸��
·5¾.ºNÇÈÇ?Ø�ÐÑ³$¶�Í ! 	 Å $ - ·$¶ �1Å�$ - Å

• ã ¿E² 0vË ÁÒÀ,2ÒÆ Ë43 ½5ØE½5·$²'Í É~½5²U½]ÍÜÉ+Ç?·5¾?µ+Ç?²�½5·�ºÚ·$²�ÙcÍjÉ+Ç?·5¾?µ+Ç?²�»¯¾æ½V·$³5¾?àEÉE·5¾?¶�¸�ÆtÖ!Ö�½'Å
ã Ø1µ+¾.¹'ºNÇÈÇ?Ø�²Uº�¹K¿!µE¿E¶¯¸E²ÜÍ�¶¢»+²�Ç{¹�¶�¸~½�¾æ½V·�½t¶7Ð 5 ¾H¸~»+²'µS²'¸~»+²'¸1·�½5·�º7·$²U½'Å 7 ¸	Ö�� 2 ¹'º7¸
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- ²'³$³K¶�³
2�²'³$µ+Ç?² Ì ¾?·5Ø

2mºÚ³�º7Í�²'·$²'³�½ #=#%$ �=)
0vË ÁÒÀ,2ÒÆ Ë43 � Ù � � !�Ù $ � � 	 !�Å�# � Å #

Ö�� 2 � 0vË ÁÒÀ,2ÒÆ Ë43 � Ù �%#&�1Ù � 	 � !�#EÅ � � Å !
� ���>� ! 0$� 	 !��D�,�-�%� �>����*,) ��� 0�� ��(+*�� !��,� �,!  !�*��,! * �� $,(+*,!�� (��,! ����� � $,! $3�$�>&%� � �>� ��� !��G �����,79(* � ��� �)*,	#J ��* ��!#&� ( � ����!�� �%$,! �6�
� ��(,*���! �+�:��*��,!  ! *��,!�*��  >&%(��>���>�-�-�-����! �:"��-�%$
�%$,! (* � �+� �#*,	 ��(+* ��!��,� �,!  ! *��,!�*��  >&�(��>���>�-�-� � � !����

à~²jÉ~½5²U»´·$¶�²U½5·5¾?Í�º7·$²]·$¿E²U½5²]µE³$¶�à~º7à+¾ÈÇÈ¾?·5¾?²U½'ÙJ½T¾?Í�µ+Ç?Ø´à1Ød¾?¸~¹�³$²Uº�½�¾H¸EÃ�·K¿E²Ü½T¾/.'²j¶7ÐÒ·$¿E²
¶�ÉE·$µEÉE·tÇ.ºNØ�²'³vº7¸~»´É~½T¾?¸EÃ�·$¿E²jÍ�º Ì ¾?ÍÜÉEÍoÇÈ¾?Ô�²�ÇÈ¾?¿E¶1¶E»�½5·�º7·$²j½5²'Ã�Í�²'¸+·�º7·V¾H¶¯¸!º�½k¶�ÉE·'�
µEÉE·�·�º7³$Ã�²'·�½2ÅEÀ3¸	Ídº Ì ¾?ÍjÉEÍ�ÇÈ¾?Ô�²�ÇÈ¾?¿E¶1¶E»�·$³�º�¾H¸E²U»Õ½5Ø¢½V·$²'Í�½á¾H· ¾.½vÉ~½5É~ºNÇÈÇ?Ø�à~²'¸E².- ¹K¾.ºNÇ
·$¶�Í�¶7¼�²§Ð ³$¶¯Í ½T¾?¸EÃ7Ç?²ä»¯¾.½5·$³V¾HàEÉE·V¾H¶¯¸�·$¶�ÍjÉ+Ç?·5¾ �3»¯¾.½5·$³5¾?àEÉE·5¾?¶�¸�Í�¶E»+²�Çæ½2ÙJ½T¾?¸~¹�²�º�¹�¶�É~½,�
·5¾.¹'ºNÇÈÇ?Ø�»¯¾�� ²'³K²'¸1·�µ~ºÚ³$·�½v¶ÚÐ�º´µE¿E¶�¸E²�Þ3²�ÅIÃ~Å�¶�¸~½5²'·UÙm¹�²'¸+·$³$²�º7¸~»�¶ �J½5²'·]¶7Ð�º´¼�¶7Ïp²�Ç ß
Í�ºNØ	àS²�Í�¶¢»+²�ÇÈÇ?²U» ¾?¸~»+²'µ~²'¸~»+²'¸+·5Ç?Ø�Å)Æ)¶7Ïp²'¼�²'³UÙm½5É~¹K¿�º�¹$¿~º7¸EÃ¯²�µE³$¶E»+É~¹�²U»�º´µS²'³'�
ÐÑ¶�³$Í�º7¸~¹�²�»+²'Ã�³�º¯»Eº7·5¾?¶�¸	Ï)¿E²'¸�É~½T¾?¸EÃ	·$¿E²dÖ ��2JÅ�±	²�¿1Ø+µ~¶�·K¿E²U½T¾.½5²�·$¿~º7·]·$¿+¾.½�Ï)º�½
»+ÉE²�·$¶�»¯¾.½$¹�³5¾?Íj¾?¸~º7·V¾H¼¯²!·K³�ºN¾?¸+¾?¸EÃ~ÅÒÀT¸�Í�ºÚ¸1Ø�¹'º�½5²U½'Ùp»¯¾��c²'³$²'¸1·d½5·�º7·$²U½§¶7Ð º µE¿E¶�¸E²
º7³$²vº�¹�¶�É~½V·5¾.¹'ºNÇÈÇHØd¼�²'³$Ød½T¾?Íj¾ÈÇæºÚ³UÅ ã ¿1É~½2Ù�ÐÑ¶�³�¹K¾?¸EÃ�º7¸�Ö�� 2�·$¶Ü»¯¾.½$¹�³V¾HÍ§¾H¸~ºÚ·$²�àS²'·�Ïp²'²'¸
½5É~¹K¿!½5·�º7·$²U½p¹�¶�É+Ç.»�àS²Ü¹�¶�ÉE¸+·$²'³'�ÑµE³$¶E»+É~¹�·5¾?¼�²�Å

•
À3¸+·$²'³$µS¶7Ç.º7·5¾?¶�¸¡¶7Ð�Ö�� 2 µE³$¶�à~º7à+¾ÈÇÈ¾?·5¾?²U½�Ïp¾?·$¿¡¹�¶�¸1·K² Ì ·'�9¾?¸~»+²'µS²'¸~»+²'¸1· 0vË ÁÒÀ,2ÒÆ Ë43Í�º Ì ¾?ÍjÉEÍ�ÇÈ¾?Ô�²�ÇÈ¾H¿E¶+¶E»�µE³$¶�à~ºÚà+¾ ÇÈ¾?·5¾?²U½jÃ7¾?¼�²U½]º�½5Í�ºNÇÈÇ3ÙcàEÉE·]¸E¶�·�½T¾?Ã�¸+¾;- ¹'º7¸+·dÞ�º7·v·$¿E²
)EÅ�# � Ç?²'¼�²�ÇÑß�ÙS¾?Í�µE³$¶7¼�²'Í�²'¸1·�¹�¶�Í�µ~º7³$²U»´Ïp¾?·$¿	Ö�� 2 � �%#d½5ØE½5·$²'Í �S·$¿E²]¾?Í�µE³$¶7¼�²'Í�²'¸+·
¹�¶�Í�µ~ºÚ³$²U»dÏp¾?·$¿d·$¿E²jÁÒÀ � 0vË ÁÒÀ 2aÆ Ë63 ½5ØE½5·$²'Í ¾.½'Ù+¶7Ð;¹�¶�ÉE³�½5²�ÙE½T¾?Ã�¸+¾;- ¹'º7¸1·NÅ ã ¿E²vµ~º*�
³�º7Í�²'·$²'³�½�ÐÑ¶�³m·$¿E²p¾?¸+·$²'³$µ~¶ÚÇæºÚ·5¾?¶�¸�Ïp²'³$²)·$ÉE¸E²U»§¶�¸j·$¿E²Î»+²'¼�²�Ç?¶�µEÍ�²'¸+·{½V²'·UÅ ã ¿E²'³$²)Ï)º�½
º�Í�¶�³$²�½5ÉEà~½5·�ºÚ¸1·5¾.ºNÇm¾?Í�µE³K¶�¼¯²'Í�²'¸1·]¶�¸	·$¿E²d»+²'¼�²�Ç?¶�µEÍ�²'¸+·Ü½5²'·�Þ�º7³$¶�ÉE¸~» 	 - ²'³$³$¶�³
³$²U»+É~¹�·5¾?¶�¸fß�Ù�¾?¸~»¯¾.¹'º7·5¾?¸EÃd·$¿~º7·a·$¿E²)¾?¸+·$²'³$µS¶7Ç.º7·5¾?¶�¸�µ~º7³�ºÚÍ�²'·$²'³�½aº7³$²tà~²�¾?¸EÃ�¶7¼�²'³,-~·$·K²U»
·$¶�·K¿E²�»Eº7·�º�½5²'·kÉ~½5²U»�Ð ¶¯³)·$ÉE¸+¾?¸EÃ~Å

� (+* ��!��,�=( !# "! *��,!�*�� � (��,!#���
/)ÉE³�² Ì µ~²'³5¾?Í�²'¸+·�½]É~½T¾?¸EÃ	¹�¶�¸1·K² Ì ·�»+²'µS²'¸~»+²'¸1·jÍ�¶E»+²�Ç.½v¾?¸+¼�¶7Ç?¼�²U»´¾?¸+·$²'³$µS¶7Ç.º7·5¾?¸EÃ	¹�¶�¸E¸E²U¹.�
·5¾?¶�¸+¾.½5·�²U½5·V¾HÍdº7·$²U½k¶7Ðá¹�¶�¸+·$² Ì ·)¾?¸~»+²'µS²'¸~»+²'¸1·�¶¯ÉE·$µEÉE·ÎµE³K¶�à~º7à+¾ÈÇÈ¾H·V¾H²U½äÞ�º�½kÉ~½5²U»�º7à~¶7¼�²7ß)·$¶=�
Ã�²'·$¿E²'³dÏp¾?·$¿¡·$¿E²�Í�º Ì ¾?ÍjÉEÍ×ÇÈ¾?Ô�²�ÇÈ¾?¿E¶1¶E»z·5¾?²U»�Í§¾ Ì ·$ÉE³$²´²U½5·5¾?Í�º7·K²U½�¶7Ð�·K¿E²!¹�¶�¸+·$² Ì ·�»+²(�
µ~²'¸~»+²'¸+·�µE³$¶¯à~º7à+¾ÈÇ ¾?·5¾?²U½ÝÉ~½5²U»�¾?¸ 0vË ÁÒÀ 2aÆ Ë63 Å Ë 9�É~º7·V¾H¶¯¸¡Þ 	 ß�Ï)º�½]É~½5²U» Ð ¶�³�·$¿E²U½5²d¾?¸��
·$²'³$µ~¶ÚÇæºÚ·5¾?¶�¸~½'Å 3 ²U½VÉ+ÇH·�½]Ð ¶¯³Ü·K¿+¾æ½]¿+Ø1àE³V¾æ»�½5ØE½5·$²'ÍhºÚ³$²ä½V¿E¶�Ïk¸	¾?¸�·�º7à+Ç?² 	 Å ã ¿E²U½V²�³$²U½5É+Ç?·�½
¾H¸~»¯¾.¹'º7·K²Ü·K¿~º7·)·$¿E²�Ö�� 2�¹�¶�¸1·K² Ì ·p¾?¸~»+²'µS²'¸~»+²'¸1·]µE³$¶�à~º7à+¾ÈÇÈ¾?·5¾?²U½vÍ�ºNØ�àS²�É~½5²U»Ý·$¶�º �c¶�³�»dº
½5Í�ºNÇÈÇÒ¾?Í�µE³K¶�¼¯²'Í�²'¸1·]¾?¸�³$²U¹�¶�Ã�¸+¾?·5¾?¶�¸cÙ�Ï)¿+¾.¹K¿	¾.½j½T¾?Ã�¸+¾;- ¹'º7¸+·�º7·v·$¿E² )EÅ�# � Ç?²'¼�²�ÇpÐÑ¶�³�àS¶�·$¿
·$¿E²vÏp¶�³�»&�Ñµ~ºN¾?³tÃ�³�º7Í�Ídº7³{¹'º�½V²�º7¸~»�·$¿E²v¸E¶�Ã�³�º7Í�Ídº7³)¹'º�½5²�Å
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�����������
�1��	������ � � ������	�� ��	�� 	�� ��� �� � 	

� ��� ¥ 	 � ¥ ¬�	k£�	)�d¬�	)� ¥ ����¬�	��:� �U� �
À3¸�·K¿E²v² Ì µS²'³5¾?Í�²'¸1·�½)³$²'µS¶�³$·$²U»�ºÚà~¶7¼�²�ÙE¹�¶�¸E¸E²U¹�·5¾?¶�¸+¾.½5·vÍ�²'·K¿E¶¢»E½pÏp²'³$²vÉ~½V²U»d¶�¸+Ç?Ø�·$¶�²U½5·5¾ �
Í�º7·$²�¹�¶�¸+·$² Ì ·p¾?¸~»+²'µ~²'¸~»+²'¸+·�µE³$¶¯à~º7à+¾ÈÇ ¾?·5¾?²U½t¶7Ðm·$¿E² Ð ¶�³KÍ

P(qi| 1 )
Å�Â�É~¹$¿´µE³$¶�à~º7à+¾ÈÇÈ¾?·5¾?²U½vº7³$²

¹�¶�¸~½T¾.»+²'³$²U» � ¹�¶¯¸1·$² Ì ·�¾H¸~»+²'µS²'¸~»+²'¸1· �Ü½�¾H¸~¹�²p·$¿E²aÇ?²�ÐÑ·m¿~º7¸~»j½T¾.»+²)¶7Ð~·$¿E²pµ~¶+½5·$²'³5¾?¶�³UÙ7¹�¶�¸+·�ºN¾?¸~½
¸E¶Î·$²'³KÍ ¾?¸+¼�¶7Ç?¼�¾?¸EÃ]¸E²�¾HÃ¯¿1àS¶�ÉE³5¾?¸EÃ�µE¿E¶�¸E²U½ 2 Å7Æk¶�Ïp²'¼�²'³NÙU½5·�º7·K²Ò¶7ÐE·$¿E²)º7³$·c³K²U¹�¶�Ã�¸+¾.½5²'³�½'Ù�½VÉ~¹$¿
º�½ 0vË ÁÒÀ,2ÒÆ Ë43 Ù�º7³$²j¶7Ð)Ã�³$²UºÚ·$²'³�¹�¶�Í�µ+Ç?² Ì ¾H·5ØfÊf¾?¸	µ~º7³K·5¾.¹�É+ÇæºÚ³Ü·K¿E²'Ø�É~½5²�¹�¶¯¸1·$² Ì ·Ü»+²'µS²'¸��
»+²'¸1·pµE¿E¶�¸E²tÍ�¶E»+²�Çæ½2Å1±�¾ÈÇÈÇJ·$¿E²Î¹�¶¯¸~½T¾.½5·$²'¸+·Ò¾?Í�µE³K¶�¼¯²'Í�²'¸1·�½m¶ �c²'³$²U»�à1Øj¶�ÉE³)¹�¶�¸E¸E²U¹�·V¾H¶¯¸+¾æ½V·
Í�²'·$¿E¶E»E½pà~²]Ïáº¯½5¿E²U»d¶�ÉE·p¾?¸!½VØ¢½5·K²'Í�½pÏp¾?·$¿´Í�¶�³$²v»+²'·�ºN¾ÈÇ?²U»´Í�¶¢»+²�Ç.½ �
/)¸E²�»¯¾Èåä¹�É+Ç?·�Ø�Ïp¾?·$¿¡Í�¶�³$²	¹�¶�Í�µ+ÇH² Ì Í�¶E»+²�Çæ½�¾.½Ý·$¿~º7·�Í�ºÚ¸1Ø�Í�¶�³$²´µ~º7³�º7Í�²'·K²'³�½�ÍjÉ~½5·
à~²�²U½V·5¾?Í�º7·$²U» Ïp¾?·$¿�·$¿E²!½Kº7Í�²dÇÈ¾?Íj¾?·$²U»¡º7Í�¶�ÉE¸+·�¶7Ð�»Eº7·�ºEÅ:2a³$ÉE·$²(�9ÐÑ¶�³�¹�²�ºÚµEµ+Ç ¾.¹'º7·V¾H¶¯¸ ¶ÚÐ
¶�ÉE³�²Uº7³5ÇÈ¾?²'³�·$²U¹K¿E¸+¾:9�ÉE²U½�Ïp¶�É+Ç.»�³$²U½5É+Ç?·�¾?¸ º7¸�¶�ÉE·$µEÉE·jÇ.ºNØ�²'³�Ïp¾?·$¿�Í�º7¸+Ø�·K¿E¶�É~½$º7¸~»E½j¶ÚÐ
ÉE¸+¾H·�½'ÙJº7¸~»Õº�¸E²'·5Ïp¶�³$Ô�Ïp¾?·$¿	Ídº7¸1Ø�Íj¾ÈÇÈÇÈ¾?¶�¸~½j¶7Ð)¹�¶�¸E¸E²U¹�·5¾?¶�¸~½'Å ã ¿+¾.½�¸E²'·5Ïp¶�³$Ô�Ïp¶�É+Ç.»�àS²
¾HÍ�µE³�º�¹�·5¾.¹'ºNÇc·$¶]·$³�ºN¾?¸cÙ+à~¶�·K¿�¾?¸d·$²'³$Í�½â¶7Ð;¹�¶�Í�µEÉE·�º7·5¾?¶�¸�º7¸~»§Ç?²Uº7³$¸~º7à+¾ÈÇÈ¾?·5Ø�Ù~É~½T¾?¸EÃ�¹�ÉE³$³$²'¸+·'�
½T¾/.'²U»jµEÉEà+ÇÈ¾æ¹t»Eº7·�ºkà~º�½5²U½2Å7À3¸j²Uº�¹K¿Ü¶ÚÐ ¶�ÉE³�²Uº7³5ÇÈ¾?²'³{½5·KÉ~»¯¾H²U½2Ù�ºv½T¾?Í�µ+Ç?²Î¹�¶�¸+·$² Ì ·�¾?¸~»+²'µS²'¸~»+²'¸1·
·$³�ºN¾?¸E²U»�¸E²'·5Ïp¶�³$ÔÕÉ~½5²U»�º	½T¾?¸EÃ7Ç?²�¶�ÉE·$µEÉE·�ÉE¸+¾?·jÐÑ¶�³�²Uº¯¹$¿�µE¿E¶�¸E²�Å6>E¶�³�¶¯ÉE³�Í�¶1½5·j³$²U¹�²'¸+·
3 ²U½5¶�ÉE³�¹�²�Ö�º7¸~º7Ã�²'Í�²'¸1·]·$²U½5·�½'ÙfÏp²�É~½V² �%#�¶ÚÐá·K¿E²U½5²�ÉE¸+¾?·�½2Åc±	²'³$²d¶�¸E²�·K¶!¹�¶�¸~½T¾.»+²'³j·$¿E²
¹�¶1º7³$·5¾.¹�É+Ç.º7·$¶¯³$Øj² � ²U¹�·�½�ÐÑ³$¶�Í�·$¿E²t³5¾?Ã�¿+·m¶�¸+Ç?Ø�Ù1·K¿+¾æ½a¸+ÉEÍjà~²'³ÒÏp¶�É+Ç.»�² Ì µ~ºÚ¸~»j¶�ÉE·Ò·K¶

692 Ù�¶�³
¶�¼¯²'³ � )%)%)EÅSÁÒ¶�¸~½�¾æ»+²'³V¾H¸EÃdà~¶¯·$¿�³5¾?Ã�¿+·áºÚ¸~»dÇ?²�Ð ·t¹�¶�¸1·K² Ì ·UÙ+Ïp²tÏ{¶¯É+Çæ»Ý³$²�9¯É+¾H³K²

693 ÉE¸+¾?·�½2Ù~¶�³
º7à~¶�ÉE· 5 	 $EÙ�)%)=)EÅ+±�¾?·$¿	ºd·5Ø+µ+¾æ¹'º�ÇÒ¿+¾æ»E»+²'¸ ÇæºNØ�²'³v¶ÚÐ � )%)�ÉE¸+¾H·�½'ÙcÏp²�Ïp¶�É+Ç.»�¿~ºN¼�²]¶7¼�²'³

108¹�¶�¸E¸E²U¹�·5¾?¶�¸~½'ÙSÏ)¿+¾.¹$¿Ý¾.½pÐ3º7³p·$¶+¶�Í�º7¸+Ø�ÐÑ¶�³)ºjµE³�º¯¹�·5¾.¹'ºNÇ;½5ØE½5·$²'Í�Å
/pÐ�¹�¶¯ÉE³�½5²�Ù)ÆtÖ!Ö ³$²U½5²UºÚ³�¹$¿E²'³�½d¿~ºU¼¯²!¿~º¯» º�½�¾HÍ§¾ Ç.º7³	¹�¶�¸~½�¾æ»+²'³�º7·5¾?¶�¸¡¾?¸ ³$²U»+É~¹K¾?¸EÃ¡·$¿E²
¸1ÉEÍjà~²'³a¶7Ð µ~ºÚ³�º7Í�²'·$²'³�½f¾?¸�·$¿E²�¾?³67���¶�³m·5¾?²U»&�ÑÍj¾ Ì ·KÉE³$²Îà~º¯½5²U»j½5Ø¢½V·$²'Í�½'Å ã ¿E²)½5¶ÚÇHÉE·V¾H¶¯¸�¿~º�½
à~²'²'¸cÙN¾?¸j¶�¸E²mÐÑ¶�³$Í ¶¯³;º7¸E¶¯·$¿E²'³UÙ'·$¶tÉ~½5²pº)³$²U»+É~¹�²U»]¸+ÉEÍjà~²'³�¶7Ð ¹�¶�¸+·$² Ì ·m»+²'µ~²'¸~»+²'¸+·mÍ�¶E»+²�Ç.½
Þ3·5Ø1µ+¾.¹'ºNÇÈÇ?Ø º´ÐÑ²'Ïo·$¿E¶�É~½$º7¸~»Sß�ÅÒÆ)¶7Ïp²'¼�²'³UÙ�·$¿+¾.½§¾.½�½5·5¾ÈÇÈÇ º´Ç.º7³KÃ�²�¸+ÉEÍjà~²'³UÅ >E¶�³§¾H¸~½V·�º7¸~¹�²�Ù
Ïp¾?·$¿ � )%)%) ¶�ÉE·$µEÉE·�½pº7¸~» � )%)]¿+¾.»E»+²'¸�ÉE¸+¾?·�½2Ù¢º]¸E²'·5Ïp¶�³$ÔjÏp¶�É+Ç.»�½5·5¾ÈÇÈÇJ¿~ºN¼�²)¶7¼�²'³ 	 Íj¾ÈÇÈÇ ¾?¶�¸
¹�¶�¸E¸E²U¹�·5¾?¶�¸~½'ÙmÏk¿+¾æ¹K¿�Í�º7Ô¯²U½vÃ�¶+¶¢»ÕÃ�²'¸E²'³�º�Ç ¾.½$ºÚ·5¾?¶�¸�»¯¾Èåä¹�É+Ç?·jÐ ¶¯³Ü·K³�ºN¾?¸+¾?¸EÃ ½V²'·�½]¶7Ð�ºdÐÑ²'Ï
¿1ÉE¸~»+³$²U» ·$¿E¶�É~½$º7¸~»ÝÐÑ³�º7Í�²U½2Å Ë ¼�²'¸´¾ Ðp²'¸E¶�ÉEÃ�¿	·K³�ºN¾?¸+¾?¸EÃ�»Eº7·�º�Ï{²'³K²§ºN¼7ºN¾ÈÇæºÚà+ÇH²�Ù�¸E²'·5Ï{¶¯³$Ô¢½
Ïp¾?·$¿jÍj¾ÈÇ ÇÈ¾?¶�¸~½a¶7Ð~µ~º7³�º7Í�²'·$²'³�½�¹'º7¸jà~²p² Ì µ~²U¹�·$²U»§·$¶Î·�º7Ô�²m¾?Í�µE³�º�¹�·5¾.¹'ºNÇ º7Í�¶¯ÉE¸1·�½�¶7Ð~·5¾?Í�²p·$¶
·$³�ºN¾?¸dÉ~½T¾?¸EÃ�à~º�¹KÔ
�ÑµE³$¶¯µ~º7Ã1º7·5¾?¶�¸dº7µEµE³$¶1º�¹K¿E²U½'Ù¯²'¼�²'¸�Ïp¾?·$¿�Ð º�½V·{½5µS²U¹K¾æº�Ç �ÑµEÉE³Kµ~¶1½5²]Í�º�¹K¿+¾?¸E²U½
½5É~¹$¿�º�½a¶�ÉE³ 3 ¾?¸EÃ 7 ³$³�ºNØ�2â³$¶¢¹�²U½K½5¶�³vÞ 3 7 2áß � $ �3Å
Æ)²'³$²�Ù+Ïp²)µE³$²U½V²'¸1·)ºvÍ�²'·$¿E¶¢»§ÐÑ¶�³Ò²U½5·V¾HÍdº7·5¾?¸EÃ]Ç ¾?Ô�²�ÇÈ¾?¿E¶+¶¢»E½kÐÑ¶�³{¹�¶¯¸1·$² Ì ·{»+²'µS²'¸~»+²'¸1·kµE¿E¶�¸E²

2. Note, that these probabilities do include an acoustic context, since we typically use a 9 frame window.
However this acoustic context is usually on a different timescale to phonetic context.
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Í�¶¢»+²�Ç.½'Ù¯É~½T¾?¸EÃv¸E²'·5Ï{¶¯³$Ô¢½�·$¿~º7·mº7³$²p¸E¶�·Ò½VÉEà~½5·�º7¸+·5¾.ºNÇÈÇ?Ø�à+¾?Ã�Ã�²'³a·$¿~º7¸j¶�ÉE³m¹�¶�¸1·K² Ì ·�¾?¸~»+²'µ~²'¸��
»+²'¸1·m¸E²'·5Ïp¶�³$ÔE½'ÙUº7¸~»]·$¿~ºÚ·J³$²�9¯É+¾?³$²)¶�¸+Ç?Ø�ºt½5Í�ºNÇÈÇE¾?¸~¹�³$²Uº�½5²a¾?¸�¹�¶�Í�µEÉE·�º7·5¾?¶�¸cÅ ã ¿+¾.½mÍ�²'·K¿E¶¢»
¾æ½tºjÃ�²'¸E²'³�ºNÇJ·$²U¹K¿E¸+¾:9�ÉE²]ÐÑ¶�³Î»+²U¹�¶�Í�µS¶1½T¾?¸EÃ�º]Ç.º7³$Ã¯²'³Î¹KÇ.º�½$½T¾;- ¹'º7·5¾?¶�¸�¸E²'·5Ïp¶�³$Ôj¾?¸+·$¶�½5²'¼�²'³�ºNÇ
½5Í�ºNÇÈÇ?²'³�¸E²'·5Ïp¶�³$ÔE½vÏp¾?·$¿E¶�ÉE·�º7¸+Ø�½T¾?Í�µ+ÇÈ¾ÈÐÑØ�¾?¸EÃ�º�½$½VÉEÍ�µE·5¾?¶�¸~½'Ùm½5É~¹K¿ º¯½v¾?¸~»+²'µS²'¸~»+²'¸~¹�²!¶ÚÐ
¶�ÉE·$µEÉE·�½'Å

��¬��d� � °�� ��� ¥ 	�� ¥ ¬�	)£ 	)��¬
	)� ¥ � 	 ����°���� 	 ¥   ����¤
ÁÒ¶�¸~½T¾.»+²'³�º�½5ØE½5·$²'ÍoÏp¾?·$¿

K
µE¿E¶�¸E²�¹KÇ.º�½K½5²U½'Å 7 ¹�¶�¸+·$² Ì ·)¾?¸~»+²'µ~²'¸~»+²'¸+·j¸E²'·5Ï{¶¯³$Ô�·$³�ºN¾?¸E²U»

·$¶j²U½5·5¾?Í�º7·$²v¹KÇ.º�½$½pµS¶1½5·$²'³V¾H¶¯³{µE³K¶�à~º7à+¾ÈÇÈ¾H·V¾H²U½tÏp¶�É+Ç.»�·$¿E²'¸�¿~ºN¼�²
K

¶�ÉE·$µEÉE·�½'Å�>E¶�³)ºj¹�¶�¸+·$² Ì ·
»+²'µ~²'¸~»+²'¸+·{Í�¶¢»+²�Ç3Ù�Ïp²pÍ�ºNØ�Ïá¾æ½V¿Ü·K¶v²U½5·5¾?Í�º7·$²p·$¿E²âÄ�¶7¾?¸+·mµE³$¶�à~º7à+¾ÈÇÈ¾?·5Ø�¶7Ð ºv¹�ÉE³$³$²'¸+·{ÆtÖ�Ö
½5·�º7·$²]Ïp¾?·$¿�º�µ~º7³$·5¾.¹�É+Ç.º7³]¸E²�¾HÃ¯¿1àS¶�ÉE³5¾?¸EÃ�µE¿E¶�¸E²'·5¾.¹�¹'º7·$²'Ã¯¶�³$Ø�Å��Î½T¾?¸EÃ

C
·$¶�³$²'µE³$²U½5²'¸+·v·$¿E²

½5²'·�¶7Ð�µ~¶+½$½T¾?à+Ç?²�¹�¶�¸+·$² Ì ·�½'ÙÒÏp²´Ïp¾.½5¿ ·$¶�²U½5·5¾?Í�º7·K²
p(qk, cj | 1 )

ÙaÏ)¿E²'³$²
cj ∈ C =

�
c1, …

, cL


 ÅJÀ Ð�·K¿E²'³$²!º7³K²
L

¹�¶�¸1·K² Ì ·�¹KÇ.º�½K½5²U½'Ùm·$¿+¾.½�Ïp¾ÈÇÈÇ�³$²�9¯É+¾?³$²
K × L

¶�ÉE·$µEÉE·�ÉE¸+¾H·�½jÐÑ¶�³�º7¸
Ö ��2�²U½5·5¾?Í�ºÚ·$¶�³UÅ+Æ)¶7Ïp²'¼�²'³UÙ¯¾ÈÐ;Ïp²tÉ~½5²v·$¿E²�¹�¶�¸~»¯¾?·5¾?¶�¸~º�ÇJµE³$¶�à~º7à+¾ÈÇÈ¾?·5Ø�º Ì ¾?¶�Í´Ù1·K¿E²�»+²U½T¾?³$²U»
² Ì µE³$²U½K½T¾?¶�¸!¹'º7¸´à~²vàE³$¶¯Ô�²'¸!»+¶7Ï)¸�º�½aÐÑ¶7ÇÈÇ?¶�Ït½'Ê

p(qk, cj | 1 ) = p(qk| 1 ) × p(cj |qk, 1 )
Þ � ß

ã ¿1É~½2Ù'·$¿E²{»+²U½�¾H³K²U»�µE³K¶�à~º7à+¾ÈÇÈ¾H·5Ø ¾æ½�·$¿E²aµE³$¶¢»+É~¹�·�¶7ÐE·$¿E²ÒÍ�¶�¸E¶�µE¿E¶�¸E²aµ~¶1½5·K²'³5¾?¶�³JµE³K¶�à~º7à+¾ÈÇÈ¾H·5Ø
º7¸~»¡º	¸E²'Ï ¹�¶�¸~»¯¾?·5¾?¶�¸~º�Ç Å ã ¿E²�ÐÑ¶�³$Í�²'³ä¹'º7¸�à~²�³$²UºNÇÈ¾.½5²U»¡Ïá¾H·K¿ ·K¿E²!É~½VÉ~ºNÇ�Í�¶�¸E¶�µE¿E¶�¸E²
¸E²'·�Ïp¶�³KÔ Å 7)¾?²'Ïp¾?¸EÃ�º7¸�Ö�� 2 º�½vºÚ¸!²U½V·5¾?Í�º7·$¶�³t¶7Ðp·$¿E²]ÇH²�ÐÑ·Ü½�¾æ»+²�¶7Ðáº�¹�¶�¸~»¯¾?·5¾?¶�¸~º�Ç{Ã7¾?¼�²'¸
·$¿E²j³5¾?Ã�¿1·�½�¾æ»+²�º�½k¾?¸EµEÉE·UÙf·K¿E²§½V²U¹�¶�¸~»´·$²'³$Í ¹'º7¸�à~²j²U½5·V¾HÍdº7·$²U»´à1Ø�º7¸	Ö�� 2�·$³�ºN¾?¸E²U»�·$¶
Ã�²'¸E²'³�º7·$²t·$¿E²�¹�¶�³K³$²U¹�·)¹�¶�¸1·K² Ì ·)¹KÇ.º�½$½pÃÚ¾H¼¯²'¸d¾H¸EµEÉE·�½p¶7ÐJ·$¿E²�¹�ÉE³K³$²'¸1·)¹KÇ.º�½$½kº7¸~»�·K¿E²�½5µ~²'²U¹K¿
¾H¸EµEÉE·§Ð ³�ºÚÍ�²�Å ã ¿E²�Ç.º7·$·$²'³]¸E²'·5Ï{¶¯³$Ô�¶�¸+Ç?Ø�¿~º�½�º¯½�Ídº7¸1Ø�¶�ÉE·KµEÉE·�½�º�½ ·$¿E²'³$²�º7³$²�¹�¶�¸+·$² Ì ·
¹KÇæº¯½$½5²U½'Å

ã ¿+¾.½pµE³$¶E¹�²U»+ÉE³$²v³$²U»+É~¹�²U½p·$¿E²v·K³�ºN¾?¸+¾?¸EÃ�¶7ÐJºj½T¾?¸EÃ7Ç?²�¸E²'·5Ïp¶�³$ÔjÏp¾?·$¿
K × C

¶¯ÉE·$µEÉE·�½a·$¶j·$¿E²
·$³�ºN¾?¸+¾?¸EÃ	¶7ÐÎ·5Ïp¶!½VÍ�ºNÇÈÇ?²'³�¸E²'·5Ï{¶¯³$Ô¢½ Ïp¾?·$¿

K
ºÚ¸~»

C
¶�ÉE·$µEÉE·�½v³$²U½5µS²U¹�·5¾?¼�²�Ç?Ø�Ù{ºÚ¸~»�³$²'µE³$²(�

½5²'¸1·�½ÒºvÃ¯²'¸E²'³5¾.¹)Ï)ºNØ�¶7ÐJ½5µ+ÇÈ¾?·$·5¾?¸EÃjÇ.º7³KÃ�²ÎÖ�� 2Ò½âÉ~½5²U»§¾H¸�¹KÇ.º�½$½T¾;- ¹'º7·V¾H¶¯¸�Í�¶E»+²k¾H¸+·$¶j½5²'¼�²'³�ºNÇ
½5Í�ºNÇÈÇ?²'³�¶�¸E²U½'Å�À3·j¿~º�½]·$¿E²dµ~¶�·K²'¸1·5¾.ºNÇ3Ù�¿E¶7Ïp²'¼�²'³UÙc¶ÚÐá³K²�9�É+¾?³5¾?¸EÃ	ÍjÉ~¹K¿�Ã�³K²Uº7·$²'³Ü¹�¶¯Í�µEÉE·�º*�
·5¾?¶�¸!»+ÉE³5¾?¸EÃd·$¿E²v³$²U¹�¶�Ã¯¸+¾H·V¾H¶¯¸�µE¿~º�½5²�Å À3¸~»+²'²U»fÙ ¾ ÐÒ¶¯¸E²t¾HÍ�µ+ÇH²'Í�²'¸1·�½k·$¿+¾.½kÍ�²'·$¿E¶E»d¸~ºN¾?¼�²�Ç?Ø�Ù
·$¿E²�½5²U¹�¶�¸~»d¸E²'·5Ïp¶�³$ÔjÍjÉ~½5·pà~²j¹�¶�Í�µEÉE·$²U»

K
·5¾?Í�²U½aÐÑ¶�³p²Uº�¹$¿�ÐÑ³�º7Í�²v»+ÉE³5¾?¸EÃ�³K²U¹�¶�Ã�¸+¾?·5¾?¶�¸cÙ

½T¾?¸~¹�²Î·$¿E²k¶�ÉE·$µEÉE·mµE³$¶�à~ºÚà+¾ ÇÈ¾?·5¾?²U½)»+²'µS²'¸~»�¶�¸dº7¸�º�½$½5ÉEÍ�µE·V¾H¶¯¸�¶7Ð ·K¿E²Î¹�ÉE³$³$²'¸+·{¹KÇ.º�½$½áÞ�¹�¶�³$³K²(�
½5µ~¶�¸~»¯¾?¸EÃ�·K¶Üº]Í�¶�¸E¶�µE¿E¶¯¸E²ÎÍ�¶E»+²�Çf¾?¸�ºv¿+Ø1µS¶�·$¿E²U½T¾.½5²U»dÏp¶�³�»�½5²�9�ÉE²'¸~¹�²�ºÚ·{·K¿~º7·ÒµS¶7¾?¸1·a¾?¸
·$¿E²�»+Ø1¸~º7Í§¾æ¹§µE³$¶�Ã�³�ºÚÍ�Íj¾?¸EÃEß�Å ã ¿E²Ü¸E² Ì ·�½5²U¹�·5¾?¶�¸�Ïp¾ÈÇÈÇ{»+²U½$¹�³5¾?àS²�¿E¶7Ï�·$¿+¾.½t² Ì µS²'¸~½5²�¹'º7¸
ÇæºÚ³$Ã�²�Ç?Ø�à~²j¹K¾H³�¹�ÉEÍÜ¼¯²'¸1·$²U»fÅ
7 ½aºvµ~º7³$·V¾æ¹�É+Ç.º7³)º7µEµ+ÇÈ¾.¹'º7·5¾?¶�¸�¶ÚÐ ·K¿+¾æ½âÃ�²'¸E²'³�ºNÇf³$É+Ç?²�Ù+·$¿E²)µE³$¶�à+Ç?²'Í�¶7Ðc¿+Ø1àE³5¾.»dÆÎÖ�Ö���Ö�� 2
º7µEµE³$¶1º�¹K¿E²U½âÐ ¶¯³{·K³5¾?µE¿E¶�¸E²vÍ�¶E»+²�Ç ÇÈ¾?¸EÃ�Ïp¾ÈÇÈÇJà~²�¹�¶¯¸~½T¾.»+²'³$²U»fÅEÀ3¸�·K¿+¾æ½k¹'º�½5²�Ù+·$¿E²tÍ�ºN¾?¸�µE³$¶�à��
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ÇH²'Í Ç ¾?²U½á¾?¸�·$¿E²t²U½5·5¾?Í�º7·V¾H¶¯¸�¶7ÐJµE³$¶�à~ºÚà+¾ ÇÈ¾?·5¾?²U½kÇÈ¾?Ô�²
p(xt|qk , c

�

j , cr� )
Ï)¿E²'³$²

c
�

j

º7¸~»
cr�

³$²U½5µS²U¹.�
·5¾?¼�²�Ç?Ø!³K²'µE³$²U½5²'¸+·�·$¿E²]Ç?²�Ð ·jº7¸~»´³5¾?Ã�¿+·vµE¿E¶�¸E²'Íj¾.¹�¹�¶¯¸1·$² Ì ·�½t¶7Ð)½5·�º7·K²

qk
ÅfÀ Ðá¶¯¸E²ÜÏ)º7¸+·�½t·$¶

Í�¶¢»+²�Çp·$³5¾?µE¿E¶�¸E²U½]Ïp¾?·$¿�¸E²'ÉE³�ºNÇp¸E²'·�Ïp¶�³KÔ¢½'Ùcº´½5·$³�º�¾HÃ¯¿1·5ÐÑ¶�³$Ï)º7³�»�º7µEµE³$¶+º�¹$¿�¹�¶�É+Ç.»�¹�¶�¸~½T¾.½5·
¾H¸�¿~ºN¼¯¾H¸EÃ

K × L × L
¶�ÉE·$µEÉE·)ÉE¸+¾?·�½k·$¶�Í�¶E»+²�Çm·$¿E²

K × L × L
µ~¶1½$½�¾Hà+Ç?²�¹�¶�¸+·$² Ì ·$É~ºNÇ;½5·�º7·$²

µE³$¶�à~º7à+¾ÈÇÈ¾?·5¾?²U½'Å ã ¿+¾.½)Ïp¶�É+Ç.»Ý³$²�9�É+¾?³$²jº7¸�² Ì ¹�²U½$½T¾?¼�²�¸+ÉEÍjà~²'³)¶ÚÐ;µ~º7³�º7Í�²'·$²'³�½2Å

Ë�Ì µ~º7¸~»¯¾?¸EÃ�·$¿E²kÄ�¶Ú¾H¸+·)·$³V¾HµE¿E¶¯¸E²vÇÈ¾?Ô�²�ÇÈ¾H¿E¶+¶E»	º�½â¾?¸�Þ � ß�Ù�Ïp²vÃ�²'·NÊ

p(qk, c
�

j , cr� |xt) = p(c
�

j |qk , cr� , xt). p(cr� |qk , xt). p(qk|xt) ,
Þ �+ß
º7¸~»

p(qk, c
�

j , cr
� ) = p(c

�

j |qk, cr
� ). p(cr� |qk). p(qk) .

Þ ��ß

0 ÉE³5¾?¸EÃ	³$²U¹�¶�Ã�¸+¾?·5¾?¶�¸�ºÚ¸~»�·$³�ºN¾?¸+¾?¸EÃ~Ùm·$¿E²�¹�¶�¸+·$² Ì ·§»+²'µS²'¸~»+²'¸1·�ÇÈ¾?Ô�²�ÇÈ¾H¿E¶+¶E»E½
p(xt|c

�

j , qk, cr� )¹'º7¸�·$¿E²'¸�àS²�²U½5·V¾HÍdº7·$²U»�ÐÑ³$¶�Í�Þ �¢ßâºÚ¸~»´Þ'��ß{º�½2Ê

p(xt |c
�

j , qk, cr
� ) =

p(c
�

j , qk, cr� |xt). p(xt)

p(c
�

j , qk, cr� )
,

Þ $+ß

¾H¸´Ï)¿+¾.¹$¿
p(x)

¹'º7¸�àS²v¾?Ã�¸E¶�³$²U»´»+ÉE³5¾?¸EÃä»+Ø+¸~º7Íj¾.¹ ·5¾?Í�²�Ï)º7³$µ+¾?¸EÃ~Å
À3¸�Ð3º�¹�·UÙ ³$²�Ç.º7·5¾?¶�¸~½ Þ � ß�ÙfÞ �+ßÒº7¸~»�Þ'�¯ß{º7³$²v² Ì º7Í�µ+Ç?²U½t¶7ÐÒºjÃ�²'¸E²'³�º�Ç;º7µEµE³$¶1º¯¹$¿ÝÐ ¶�³t½5µ+ÇÈ¾H·K·5¾?¸EÃ
ºd¿1ÉEÃ�²dÖ ��2 É~½5²U»!¾H¸�¹KÇæº¯½$½T¾;- ¹'º7·5¾?¶�¸�Í�¶E»+²j¾?¸1·$¶�½5Í�ºNÇÈÇ?²'³�¶¯¸E²U½vÏp¾?·$¿E¶�ÉE·]³$²�9¯É+¾H³V¾H¸EÃ�º7¸+Ø
½T¾?Í�µ+ÇÈ¾ ÐÑØ¯¾H¸EÃ�º�½$½VÉEÍ�µE·5¾?¶�¸~½'Å �)¶7Ï�Ù7² Ì µ+Ç?¶7¾?·5¾?¸EÃ�·$¿E²t¹�¶�¸~¹KÇ?É~½T¾?¶�¸~½pÏp²Î»+²'³5¾?¼�²U»�ÐÑ³$¶�Í�·$¿E²t·$¿E²(�
¶�³$Ø�¶7Ð�¶�ÉE³Ò¿+Ø1àE³V¾æ»´ÆÎÖ�Ö���Ö�� 2�º7µEµE³$¶1º¯¹$¿�Ð ¶¯³ÒµE¿E¶�¸E²'Í�²vÍ�¶¢»+²�Ç.½tÞÑ¾3ÅI²�ÅæÙ�¾?¸�¹KÇ.º�½$½�¾ - ¹'ºÚ·5¾?¶�¸
Í�¶¢»+²�Ù+·$¿E²t¶�ÉE·$µEÉE·a¼�ºNÇ?ÉE²U½p¶ÚÐJ·$¿E²vÖ ��2�º7³K²Î²U½5·V¾HÍdº7·$²U½a¶7Ðc·$¿E²vºvµ~¶+½5·$²'³5¾?¶�³5¾cµE³$¶¯à~º7à+¾ÈÇ ¾?·5¾?²U½
¶7Ð;·K¿E²Î¶�ÉE·KµEÉE·Î¹KÇ.º�½$½5²U½)¹�¶¯¸~»¯¾H·V¾H¶¯¸E²U»�¶¯¸�·$¿E²)¾?¸EµEÉE·'ß�ÙE¾?·Î¹'º7¸�àS²�½5¿E¶7Ï)¸�·$¿~º7·)ºNÇÈÇc·$¿E²v³5¾?Ã�¿+·
¿~º7¸~»�Ð3º�¹�·$¶�³�½ÜºÚµEµ~²Uº7³5¾?¸EÃÕ¾?¸ Þ �+ß�º7¸~»¡Þ'�¯ß ¹'ºÚ¸�à~²´²U½5·5¾?Í�º7·K²U»�½5²'µ~º7³�º7·K²�ÇHØ�à+Ø�»¯¾ �c²'³$²'¸+·
Ö ��2Ò½'Ê
• p(c

�

j |qk , cr� , xt)
¹'º7¸�à~²�²U½V·5¾?Í�º7·$²U» à1Ø�º7¸¡Ö�� 2¾H¸¡Ï)¿+¾.¹K¿ ·K¿E²�¶�ÉE·$µEÉE·dÉE¸+¾?·�½dº7³$²

º�½$½V¶¢¹K¾.º7·$²U» Ïp¾?·$¿	·$¿E²jÇ?²�ÐÑ·�µE¿E¶�¸E²'Í�²U½v¶7Ðp·$¿E²�·$³5¾?µE¿E¶�¸E²U½]º7¸~»´¾?¸�Ï)¿+¾.¹$¿	·K¿E²j¾?¸EµEÉE·
-~²�Ç.»�¹�¶¯¸~½T¾.½5·�½t¶7Ðp·$¿E²�¹�ÉE³$³$²'¸+·�º�¹�¶�É~½5·5¾.¹]¼�²U¹�·$¶¯³

xt
ÞTµ~¶1½$½�¾Hà+Ç?Ø	² Ì ·$²'¸~»+²U»�·K¶�¾?·�½�ÇH²�ÐÑ·

º7¸~»d³5¾?Ã�¿+·)¹�¶�¸+·$² Ì ·�½�ß�Ù�·K¿E²�¹�ÉE³$³$²'¸+·á½V·�º7·$²ÎºÚ¸~»d·$¿E²Î³V¾HÃ¯¿1·)µE¿E¶¯¸E²'·5¾.¹v¹�¶�¸1·K² Ì ·�½â¾?¸�·$¿E²
·$³5¾?µE¿E¶�¸E²U½ Þ3Ï)¿+¾.¹K¿!º7³K²vÔ1¸E¶7Ï)¸�»+ÉE³5¾?¸EÃd·$³�ºN¾?¸+¾?¸EÃEß�Å

• p(cr� |qk , xt)
¹'ºÚ¸ÜàS²p²U½5·5¾?Í�º7·$²U»]à+Ø�º)¸E²'ÉE³�ºNÇ~¸E²'·5Ï{¶¯³$Ô)¾?¸�Ï)¿+¾.¹K¿j·$¿E²p¶�ÉE·$µEÉE·�ÉE¸+¾H·�½mº7³$²

º�½$½V¶¢¹K¾.º7·$²U» Ïp¾?·$¿�·K¿E²Ò³5¾?Ã�¿+·JµE¿E¶¯¸E²'Í�²U½JºÚ¸~»t¾?¸jÏ)¿+¾.¹$¿j·$¿E²�¾?¸EµEÉE· -~²�Ç.» ¾æ½m¹�¶¯¸~½5·5¾?·$ÉE·$²U»
à+Ø�·$¿E²	¹�ÉE³$³$²'¸+·�º�¹�¶�É~½V·5¾.¹�¼¯²U¹�·$¶�³

xt
ÞTµ~¶1½$½�¾Hà+Ç?Ø¡² Ì ·$²'¸~»+²U»¡·$¶Õ¾?·�½�Ç?²�Ð ·�º7¸~»�³5¾?Ã�¿+·

¹�¶�¸+·$² Ì ·�½�ß{º7¸~»d·K¿E²�¹�ÉE³$³$²'¸+·Î½5·�º7·K²jÞ�º�½$½5¶E¹K¾.º7·$²U»dÏp¾?·$¿
xt

ß�Å
• p(qk|xt)

¾.½m²U½V·5¾?Í�º7·$²U»jà+Ø�·K¿E²Î½$º7Í�²p¸E²'ÉE³�º�Ç~¸E²'·�Ïp¶�³KÔÜº�½�·$¿E²)¶¯¸E²{É~½V²U»jÐÑ¶�³mÍ�¶E»+²�ÇÈ¾H¸EÃ
µE¿E¶�¸E²'Í�²U½âÏ)¿E²'³$²p·$¿E²a¾?¸EµEÉE· -~²�Ç.»d¹�¶�¸1·�ºN¾?¸~½�·$¿E²)¹�ÉE³$³$²'¸+·Òº�¹�¶�É~½5·5¾.¹a¼�²U¹�·$¶¯³J¶�¸+Ç?Ø�º7¸~»
·$¿E²]¶�ÉE·$µEÉE·)ÉE¸+¾?·�½)ºÚ³$²�º�½$½5¶E¹K¾.º7·$²U»ÝÏp¾?·$¿�·$¿E²Ü¹�ÉE³K³$²'¸1·áÇæºÚà~²�Ç.½'Å
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• p(c
�

j |qk , cr� )
¹'º7¸�à~²�²U½V·5¾?Í�º7·$²U»´à+Ø º�¸E²'ÉE³�ºNÇÒ¸E²'·5Ïp¶�³$Ôd¾?¸	Ï)¿+¾.¹K¿	·$¿E²j¶�ÉE·$µEÉE·vÉE¸+¾?·�½

º7³$²jº�½$½5¶E¹K¾.º7·$²U»dÏp¾?·$¿´·$¿E²vÇ?²�ÐÑ·ÎµE¿E¶¯¸E²'Í�²U½)¶ÚÐÒ·$¿E²v·$³5¾?µE¿E¶�¸E²U½vº7¸~»dÏk¿E²'³$²�·$¿E² ¾?¸EµEÉE·
-~²�Ç.»�³$²'µE³$²U½V²'¸1·�½t·K¿E²§¹�ÉE³K³$²'¸1·v½5·�ºÚ·$²Üº7¸~»´·$¿E²j³5¾?Ã�¿+·tµE¿E¶�¸E²'Í�²U½'Å ã ¿+¾.½ µE³$¶7¼�¾.»+²U½tÉ~½
Ïp¾?·$¿�·$¿E²�ºÝµE³5¾?¶�³5¾{µE³K¶�à~º7à+¾ÈÇÈ¾H·5Ø	¶ÚÐá¶¯à~½5²'³$¼¯¾H¸EÃ	ºÝµ~º7³$·5¾.¹�É+Ç.º7³jµE¿E¶�¸E²'Í�²j¾?¸�·$¿E²�ÇH²�ÐÑ·
µ~º7³$·p¶7Ðmºj·$³5¾?µE¿E¶�¸E²vÃ7¾?¼�²'¸�µ~ºÚ³$·5¾.¹�É+Ç.º7³Î¹�ÉE³$³$²'¸+·Î½5·�º7·$²Îº7¸~»d³V¾HÃ¯¿1·pµE¿E¶�¸E²'·5¾.¹]¹�¶�¸1·K² Ì ·UÅ

• p(cr� |qk)
¹'ºÚ¸�à~²]²U½5·5¾?Í�º7·K²U»dà1Ø�ºj¸E²'ÉE³�ºNÇ�¸E²C·5Ïp¶�³$Ô�¾?¸�Ï)¿+¾.¹K¿�·$¿E²v¶¯ÉE·$µEÉE·)ÉE¸+¾?·�½tº7³$²

º�½$½V¶¢¹K¾.º7·$²U»]Ïp¾?·$¿]·$¿E²p³5¾?Ã�¿+·JµE¿E¶�¸E²'Í�²U½c¶7Ð~·K¿E²{·K³5¾?µE¿E¶�¸E²U½JºÚ¸~»�Ïk¿E²'³$²Ò·$¿E²a¾?¸EµEÉE· -~²�Ç.»
³$²'µE³$²U½V²'¸1·�½â·$¿E²Î¹�ÉE³$³K²'¸1·p½5·�º7·$²�Å ã ¿+¾æ½aµE³$¶7¼¯¾.»+²U½mÉ~½mÏá¾H·K¿�·$¿E²tºtµE³5¾?¶�³5¾ µE³K¶�à~º7à+¾ÈÇÈ¾H·5Ø�¶ÚÐ
¶�à~½5²'³K¼�¾?¸EÃ�ºvµ~º7³K·5¾.¹�É+ÇæºÚ³{µE¿E¶¯¸E²'Í�²Î¶¯¸�·$¿E²t³5¾?Ã�¿1·p½T¾.»+²Î¶ÚÐ�º µ~º7³$·5¾.¹�É+Ç.º7³)½5·�ºÚ·$²�Å 	 ¾?¼�²'¸
·$¿E²kÇÈ¾HÍ§¾H·K²U»d¸1ÉEÍjà~²'³p¶7Ðcµ~º7³�º7Í�²'·$²'³�½;¾?¸�·$¿+¾.½aÍ�¶E»+²�ÇJÞÑ¾3ÅI²�ÅæÙ

K × L
ß�Ù�·K¿+¾æ½aµE³$¶¯à~º7à+¾ÈÇ ¾?·5Ø

¹'º7¸�ºNÇ.½5¶�à~²]²U½5·5¾?Í�º7·K²U»dà1Ø�¹�¶�ÉE¸+·5¾?¸EÃ�ÞÑ¾3ÅI²�ÅæÙ1·K¿+¾æ½t»+¶+²U½p¸E¶�·)³$²�9¯É+¾?³$²Üº§¸E²'·�Ïp¶�³KÔ~ß�Å
• p(qk)

¾.½v·$¿E²dº�µE³5¾?¶�³5¾pµE³$¶�à~º7à+¾ÈÇÈ¾?·5Ø	¶7ÐÎºdµE¿E¶�¸E²'Í�²�º�½�ºNÇ.½5¶´É~½5²U»´¾?¸�·$¿E²�½5·�ºÚ¸~»Eº7³�»
¿+Ø1àE³5¾.»�ÆtÖ�Ö �7Ö ��2	µE¿E¶�¸E²'·V¾æ¹vºÚµEµE³$¶1º�¹K¿cÙEº7¸~»j¾.½p½T¾?Í�µ+Ç?Ø�²U½5·5¾?Í�ºÚ·$²U»�à+Ø�¹�¶�ÉE¸+·5¾?¸EÃ
¶�¸�·$¿E²]·$³�ºN¾?¸+¾?¸EÃ�½5²'·vÞÑ¾3ÅI²�Å?Ù+·$¿+¾.½tºNÇ.½5¶�»+¶+²U½p¸E¶�·)³K²�9�É+¾?³$²jºj¸E²'·5Ï{¶¯³$Ô~ß�Å

2ÒØ�·K³�ºN¾?¸+¾?¸EÃ�·$¿E²U½5²Ü»¯¾��c²'³$²'¸+·�Ö�� 2Ò½tº7¸~»�É~½�¾H¸EÃ�·K¿E²�¾H³v¶¯ÉE·$µEÉE·Îº�¹�·5¾?¼7º7·5¾?¶�¸�¼�ºNÇ?ÉE²U½k¾?¸�Þ $+ß�Ù
¾H·Ý¾.½�µ~¶+½$½T¾?à+Ç?²�·$¶�²U½5·5¾?Í�º7·K²�ÙpÏp¾?·$¿E¶�ÉE·!ºÚ¸1Ø�µ~º7³$·5¾.¹�É+Ç.º7³	º�½$½5ÉEÍ�µE·5¾?¶�¸~½'Ùp·$¿E²	µE³K¶�à~º7à+¾ÈÇÈ¾H·5Ø
p(xt |qk, c

�

j , cr� )
·$¿~ºÚ·�¾.½�³$²�9�É+¾?³$²U» ÐÑ¶�³dÍ�¶¢»+²�ÇÈÇÈ¾?¸EÃ�·$³V¾HµE¿E¶�¸E²´µE³$¶�à~º7à+¾ÈÇÈ¾?·5¾?²U½´·$¶	à~²�É~½5²U» ¾?¸

ÆÎÖ�Ö�½'Å ã ¿+¾.½dÃ�²'¸E²'³�ºNÇÈ¾.½5²U½�·K¶�·$³V¾HµE¿E¶¯¸E²U½d·$¿E²!º7µEµE³K¶1º�¹K¿ »+²U½K¹�³5¾?à~²U» º7àS¶7¼�²!º7¸~»�Ï)¿+¾.¹K¿
Ïáº¯½�³K²U½5·$³5¾.¹�·$²U»�·$¶�µE¿E¶�¸E²'Í�²�Í�¶¢»+²�Ç.½'Å /pÐ ¹�¶�ÉE³�½5²�Ù�ÐÑ¶�³]Ç ¾?Íj¾?·$²U» ·$³�ºN¾?¸+¾?¸EÃ�½5²'·�½'Ùmº�½�»+¶�¸E²
Ïp¾?·$¿	½5·�º7¸~»Eº7³�»!ÆtÖ�Ö�½'Ù ½VÍ�¶1¶¯·$¿+¾?¸EÃ�¶7Ð{¹�¶�¸+·$² Ì ·�»+²'µS²'¸~»+²'¸1·jº7¸~»�¹�¶�¸+·$² Ì ·t¾?¸~»+²'µS²'¸~»+²'¸1·
µE³$¶�à~º7à+¾ÈÇÈ¾?·5¾?²U½)½5·5¾ÈÇÈÇcÍ�ºNØ�à~²k¾?Í�µ~¶¯³$·�º7¸+·Ò²'¼�²'¸�Ïp¾?·$¿�Ö�� 2Ò½2Å 7 Çæ½V¶~Ù�·$³�ºN¾?¸+¾H¸EÃ ¾?Í�µE³$¶7¼�²'Í�²'¸+·�½
»+²'·�ºN¾ÈÇ?²U»	º7à~¶7¼�²jÞ5½5É~¹$¿�º�½k·$¿E²�É~½5²]¶7Ð{¹�³$¶1½K½,�Ñ¼�ºNÇÈ¾.»Eº7·5¾?¶�¸�·$²U¹K¿E¸+¾:9�ÉE²�·$¶j¾?Í�µE³$¶7¼�²]Ã�²'¸E²'³�ºNÇÈ¾ �
½$º7·5¾?¶�¸�µ~²'³VÐ ¶�³KÍ�º7¸~¹�²7ßp³$²'Í�ºN¾?¸�¼�ºNÇÈ¾.»´¾?¸�·$¿+¾.½t¸E²'Ï º7µEµE³$¶1º¯¹$¿cÅ 7 »E»¯¾?·5¾?¶�¸~º�Ç Ç?Ø�Ù ¾ Ð

c
� º7¸~»

cr³$²'µE³$²U½5²'¸+·vàE³$¶1º�»´µE¿E¶�¸E²'·V¾æ¹�¹KÇæº¯½$½5²U½t¶�³�¹KÇ?É~½5·$²'³�½t³�º7·$¿E²'³t·$¿~º7¸�µE¿E¶�¸E²'Í�²U½2Ùf·$¿E²�º7à~¶7¼�²j³$²(�
½5É+Ç?·�½)º7µEµ+Ç?Ø�·$¶j·$¿E²t²U½5·5¾?Í�ºÚ·5¾?¶�¸�¶ÚÐ � Ã�²'¸E²'³�º�Ç ¾.½5²U»d·K³5¾?µE¿E¶�¸E²U½ �EÙE½5É~¹K¿äº¯½{ºÚ³$²Î»+².-~¸E²U»d¾?¸ � ���3Å
7 ½�»+¶�¸E²ÒµE³K²'¼�¾?¶�É~½TÇ?Øj·$¿E²â¾H¸EµEÉE· -~²�Ç.»j¹�¶�¸+·�ºN¾?¸+¾?¸EÃÎ·K¿E²{º�¹�¶�É~½V·5¾.¹{»EºÚ·�ºtÞ3²�ÅIÃSÅ?Ù 1 ß~Í�ºNØvºNÇ.½5¶ÎàS²
½5ÉEµEµ+ÇÈ¾H²U»dÏá¾H·K¿§¹�¶¯¸1·$² Ì ·$É~ºNÇ+¾?¸+Ð ¶¯³$Í�º7·5¾?¶�¸cÅ7ÀT¸�·$¿+¾.½Ò¹'º¯½5²�ÙU·K¿E² 1 ºÚµEµ~²Uº7³5¾?¸EÃ ¾H¸dºNÇÈÇ~·$¿E²)º7à~¶7¼�²
Þ�º7¸~»�½5ÉEà~½5²�9¯ÉE²'¸1·2ß)µE³$¶�à~º7à+¾ÈÇÈ¾?·5¾?²U½�¿~ºN¼�²]·$¶dà~²j³$²'µ+Ç.º�¹�²U»�à+Ø

Xt+c
t 8 c =

� 1 t 8 c, …, 1 t, …, 1 t+c


 Ù
¾H¸�Ï)¿+¾.¹K¿

c
³$²'µE³$²U½5²'¸+·�½ ·$¿E²�Ïá¾æ»+·K¿�¶7Ð)·$¿E²d¹�¶�¸1·K² Ì ·$É~º�ÇÒÏp¾?¸~»+¶�Ï]Å ã ¿+¾æ½ Ç?²Uº�»E½]·$¶�·$¿E²d²U½,�

·5¾?Í�º7·5¾?¶�¸´¶7Ð;·K³5¾?µE¿E¶�¸E²jµE³$¶�à~º7à+¾ÈÇÈ¾?·5¾?²U½vÃ7¾?¼�²'¸�º�¹�¶�É~½5·5¾.¹]¹�¶�¸1·K² Ì ·$É~º�Çc¾?¸+Ð ¶�³KÍ�º7·5¾?¶�¸cÙSÏ)¿+¾.¹$¿´¾.½
²'¼�²'¸�Í�¶¯³$²)¾?Í�µS¶�³$·�ºÚ¸1·p¾?¸´·$¿E²Ü¹'º�½V²v¶7Ð;·K³5¾?µE¿E¶�¸E²vÍ�¶E»+²�Çæ½2Å

�U� £ �:	)� 	)� ¥ ° ¥ ����� �7|c|���	
± ¿+¾ÈÇ?²�·$¿E²jµE³$²'¼¯¾?¶�É~½�½V²U¹�·5¾?¶�¸	º7µEµ~²Uº7³�½t·$¶�¿~ºN¼�²j½5¶7Ç?¼�²U»�·K¿E²�µE³$¶�à+Ç?²'Í ¶7ÐÒ·$³5¾?µE¿E¶�¸E²�Í�¶¢»&�
²�Ç ÇÈ¾?¸EÃ�à+Ød¸E²'ÉE³�ºNÇJ¸E²'·5Ïp¶�³$ÔfÙEº7¸d¾?Í�µ~¶�³K·�º7¸+·p¾?Í�µ+Ç?²'Í�²'¸1·�º7·5¾?¶�¸´¾.½$½5ÉE²�½5·5¾ÈÇÈÇJ¿~º�½k·$¶jà~²j·�º7Ô¯²'¸
¾H¸+·$¶�º¯¹'¹�¶�ÉE¸1·NÅ
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±	²Ò¿~ºN¼�²p½5¿E¶7Ï)¸v·$¿E²'¶�³$²'·V¾æ¹'º�Ç Ç?Ø]¿E¶�Ï�·$¶)·K³�º7¸~½TÐÑ¶�³$Í�Ù�Ïp¾?·$¿E¶¯ÉE·;º7¸+Øtµ~º7³$·5¾.¹�É+Ç.º7³Òº�½$½VÉEÍ�µE·5¾?¶�¸~½
¶�³Ò½T¾?Í�µ+ÇÈ¾;- ¹'º7·5¾?¶�¸~½'Ù+·$¿E²p¿+ÉEÃ�²p¸E²'ÉE³�ºNÇ~¸E²'·5Ïp¶�³$ÔvÏ)¿+¾.¹K¿�Ïp¶�É+Ç.»j³$²U½5É+Ç?·�ÐÑ³$¶�Í�·$¿E²pàE³$ÉE·$²aÐÑ¶�³�¹�²
º7µEµ+ÇÈ¾æ¹'ºÚ·5¾?¶�¸	¶7Ðm¶�ÉE³)²Uº7³VÇ ¾?²'³v¿+Ø1àE³V¾æ»�ÆtÖ�Ö �7Ö ��2�º7µEµE³$¶+º�¹$¿dÐÑ¶�³)µE¿E¶¯¸E²'Í�²jÍ�¶¢»+²�ÇÈÇÈ¾?¸EÃ�·$¶
·$³5¾?µE¿E¶�¸E²U½'ÅfÀT¸~»+²'²U»fÙf¾?¸~½5·$²Uº�»´¶7ÐÒ¿~ºN¼¯¾?¸EÃ�º�½T¾?¸EÃ7Ç?²�Ö�� 2 ²U½5·5¾?Í�º7·5¾?¸EÃ

p(qk|xt)
ÙSÏp²�¸E²'²U»�·$¶

²U½5·5¾?Í�º7·$²

p(qk, c
�

j , cr
� |xt) ,

Þ,#+ß
Ï)¿+¾.¹$¿�³$²�9�É+¾?³$²U½�ºÚ¸�Ö ��2 Ïá¾H·K¿

K × L × L
¶¯ÉE·$µEÉE·�ÉE¸+¾?·�½'ÅaÀ3¸�·$¿E²�µE³$²'¼¯¾H¶¯É~½´Â�²U¹�·5¾?¶�¸cÙ

Ï{²�¿~ºU¼¯²�½5¿E¶7Ï)¸	·$¿~ºÚ·v¾?·�Ï)º�½ µ~¶1½$½�¾Hà+Ç?²�·$¶�²U½V·5¾?Í�º7·$²�·K¿E²ä½$ºÚÍ�²�µE³$¶�à~ºÚà+¾ ÇÈ¾?·5Ø	Ïp¾?·$¿�·$¿E³$²'²
½5Í�ºNÇÈÇ?²'³�Ö�� 2a½p³$²U½5µS²U¹�·5¾?¼�²�Ç?Ø�²U½5·V¾HÍdº7·5¾?¸EÃ

p(c
�

j |qk, cr� , xt) ,
Þ.!�)+ß

p(cr� |qk, xt)
Þ !%!7ß
º7¸~»

p(qk|xt) .
Þ.! 	 ß
Æ)¶7Ïp²'¼�²'³UÙ+Ï)¿+¾ÈÇ?²j·$¿+¾.½Î½5·K³$¶�¸EÃ7Ç?Ød³$²U»+É~¹�²U½)·K¿E²�Í�²'Í�¶¯³$Ø�³K²�9�É+¾?³$²'Í�²'¸+·vº7¸~»d·$¿E²�¸+ÉEÍjà~²'³)¶ÚÐ
µ~º7³�º7Í�²'·K²'³�½'Ù�ºv¸~º�¾H¼¯²)¾?Í�µ+Ç?²'Í�²'¸+·�º7·5¾?¶�¸�¶ÚÐ ·K¿E²U½5²�½VÍ�ºNÇÈÇ?²'³{¸E²'·5Ïp¶�³$ÔE½�Ïp¶�É+Ç.»�³K²�9�É+¾?³$²tÍjÉ~¹$¿
Í�¶�³$²�¹�¶�Í�µEÉE·�º7·5¾?¶�¸cÅ
À3¸�·$¿E²t¹'º�½5²p¶7Ð µE¿E¶¯¸E²'·5¾.¹)Í�¶E»+²�ÇÈÇÈ¾H¸EÃSÙ¢ºv½�¾H¸EÃÚÇH²vÖ�� 2�µE³$¶7¼¯¾.»+²U»jÏp¾?·$¿�·$¿E²)¹�ÉE³$³K²'¸1·pº�¹�¶�É~½5·5¾.¹
¼�²U¹�·$¶�³

xt
º�½a¾?¸EµEÉE·�¹'º7¸�²U½5·V¾HÍdº7·$²

p(qk|xt)
ÐÑ¶�³Îº�Ç Çmµ~¶+½$½T¾?à+Ç?²§¹KÇ.º�½K½5²U½

qk
¶�¸�·$¿E²jº�½$½5¶E¹K¾.º7·$²U»

¶�ÉE·$µEÉE·ÒÉE¸+¾?·�½2Å ã ¿+¾.½m³K²'Í�ºN¾?¸~½a¼�ºNÇÈ¾.»jÐÑ¶�³m·$³V¾HµE¿E¶¯¸E²ÎÍ�¶E»+²�ÇÈÇÈ¾H¸EÃ§¾ ÐcÏp²)É~½5²k·$¿E²)¿+ÉEÃ�²)¸E²'·5Ïp¶�³$Ô
Ïp¾?·$¿

xt
º7·a¾H·�½p¾?¸EµEÉE·vº7¸~»

K × L × L
¶�ÉE·KµEÉE·)ÉE¸+¾?·�½'ÙS²Uº�¹$¿�¶¯ÉE·$µEÉE·)ÉE¸+¾?·ÎàS²�¾?¸EÃ�º�½$½5¶E¹K¾.º7·$²U»

Ïp¾?·$¿	º�µ~º7³K·5¾.¹�É+ÇæºÚ³v·$³5¾?µE¿E¶�¸E²�ÅcÆk¶�Ïp²'¼�²'³NÙEÏ)¿E²'¸�·K¿+¾æ½t¿+ÉEÃ�²j¸E²'·5Ïp¶�³$Ô�¾æ½v»+²U¹�¶¯Í�µ~¶1½V²U»�¾?¸+·$¶
½5Í�ºNÇÈÇ?²'³Î¸E²'·5Ïp¶�³$ÔE½Ò¹�¶¯Í�µEÉE·5¾?¸EÃ�Þ !�)¢ß�ÙEÞ !=!7ßÒº7¸~»´Þ ! 	 ß�Ù�·$¿E² -~³�½5·)·5Ïp¶�¸E²'·5Ïp¶�³$ÔE½mÍjÉ~½5·p¿~ºN¼�²
¾H¸EµEÉE·j¼7ºNÇ?ÉE²U½Ü»+²'µS²'¸~»¯¾?¸EÃ�¶�¸Õ·$¿E²�µE¿E¶�¸E²'·5¾.¹d¹�¶�¸+·$² Ì ·�½�¹�¶�¸~½5·V¾H·KÉE·5¾?¸EÃ�·$¿E²�·K³5¾?µE¿E¶�¸E²U½'Å >E¶�³
² Ì º7Í�µ+ÇH²�Ù ·$¿E²t¾?¸EµEÉE· -~²�Ç.»�¶ÚÐ;·$¿E²v¸E²'ÉE³�ºNÇc¸E²'·�Ïp¶�³KÔ�²U½5·5¾?Í�º7·V¾H¸EÃÝÞ !�)+ßm¶�¸d¾?·�½p¶¯ÉE·$µEÉE·pÉE¸+¾H·�½
¾æ½a¹�¶�¸~½5·5¾?·$ÉE·K²U»�à+Ø�·K¿E²á¹�¶¯¸~¹'º7·$²'¸~º7·5¾?¶�¸j¶7Ðf·$¿E²)¹�ÉE³$³$²'¸+·Òº�¹�¶�É~½5·V¾æ¹a¼�²U¹�·K¶�³

xt
º7¸~»]·$¿E²pÍj¾.»E»¯ÇH²

º7¸~»]³5¾?Ã�¿1·mµE¿E¶¯¸E²'·5¾.¹)¹�¶�¸+·$² Ì ·�½�¾H¸�·$¿E²p·$³5¾?µE¿E¶�¸E²U½'Å+Â7¾?¸~¹�²)·$¿E²tÖ ��2�·$³�ºN¾?¸+¾?¸EÃt¾.½Ò½5ÉEµS²'³$¼¯¾æ½V²U»fÙ
¾ Å ²�Å�Ïp²pÔ1¸E¶7Ï�² Ì º�¹�·5Ç?ØjÏ)¿+¾.¹$¿d·$³5¾?µE¿E¶�¸E²p¾.½pº�½$½V¶¢¹K¾.º7·$²U»]Ïp¾?·$¿dºvµ~º7³$·V¾æ¹�É+Ç.º7³pº�¹�¶�É~½5·V¾æ¹á¼�²U¹�·$¶�³UÙ
·$¿+¾.½t¾.½t¸E¶�·�ºdµE³$¶�à+Ç?²'Í »+ÉE³5¾?¸EÃ�·$³�º�¾H¸+¾?¸EÃ~ÅcÆk¶7Ïp²'¼�²'³UÙS·$¿+¾.½t¾.½t¸E¶dÇ?¶�¸EÃ�²'³�·K¿E²§¹'º¯½5²�»+ÉE³5¾?¸EÃ
³$²U¹�¶�Ã�¸+¾?·5¾?¶�¸dÏ)¿E²'³$²tÏp²Î»+¶�¸E¶�·aÔ1¸E¶7Ï ¾H¸�º�»+¼7º7¸~¹�²ÎÏk¿+¾æ¹K¿�·$³5¾?µE¿E¶�¸E²k¾.½pº�½$½5¶E¹K¾.º7·$²U»jÏp¾?·$¿

xt
Å

ã ¿E²'³$²�ÐÑ¶�³$²�Ù�¾?¸�µE³V¾H¸~¹K¾?µ+Ç?²	¶�¸E²�Ïp¶�É+Ç.» ¿~ºU¼¯²�·$¶	¹�¶�Í�µEÉE·$²´¸E²'·�Ïp¶�³KÔ�º�¹�·5¾?¼�ºÚ·5¾?¶�¸~½�º7·�²Uº¯¹$¿
Ð ³�ºÚÍ�²]Ð ¶�³v²Uº¯¹$¿�µ~¶+½$½T¾?à+Ç?²�µE¿E¶�¸E²'·5¾.¹�¹�¶�¸+·$² Ì ·UÅ ã ¿+¾.½vÏp¶�É+Ç.»�º7Í�¶�ÉE¸+·v·$¶

L × L
·5¾?Í�²U½ ·$¿E²

Í�¶�¸E¶�µE¿E¶�¸E²a¸E²'·5Ï{¶¯³$Ô�¹�¶¯Í�µEÉE·�º7·5¾?¶�¸cÙ7º7¸~» Ï{¶¯É+Çæ» Ã�²'¸E²'³�ºNÇÈÇ?Ø�àS²pµE³$¶�¿+¾?à+¾?·5¾?¼�²�Å%>E¶�³K·$ÉE¸~º7·$²�Ç?Ø�Ù
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º�½T¾?Í�µ+Ç?²t³$²U½5·$³5¾.¹�·5¾?¶�¸�¶�¸j·$¿E²)¸E²'·5Ïp¶�³$Ô�·K¶�µ~¶7Ç?¶�Ã¯Ø�µ~²'³KÍj¾?·�½m·$¿E²kµE³$²(�3¹'ºNÇ.¹�É+Ç.º7·5¾?¶�¸�¶7Ðc¹�¶�¸1·K² Ì �
·$É~ºNÇEµE¿E¶�¸E²'·5¾.¹)¹�¶�¸+·$³5¾?àEÉE·5¾?¶�¸~½â·$¶Î·K¿E²{¶¯ÉE·$µEÉE·	�N·$¿+¾.½Ò¹�¶�Í�µEÉE·�º7·5¾?¶�¸Ü¹'ºÚ¸ÜàS²Î»+¶�¸E²)º7·�·$¿E²p²'¸~»
¶7Ð~·$¿E²p·$³�ºN¾?¸+¾?¸EÃvµE¿~º�½5²�ÙNµE³5¾?¶�³m·$¶t·$¿E²a³$²U¹�¶�Ã�¸+¾?·5¾?¶�¸�¶ÚÐ º7¸1Ø�½Vµ~²'²U¹K¿cÅ�2ÒØ�½�¾HÍ�µ+ÇHØjµ~º7³K·5¾?·5¾?¶�¸+¾?¸EÃ
·$¿E²)¸E²'·{½V¶v·$¿~º7·m¸E¶v¿+¾.»E»+²'¸�ÉE¸+¾?·Ò³$²U¹�²�¾?¼�²U½â¾?¸EµEÉE·mÐÑ³$¶�Í�àS¶�·$¿�µE¿E¶�¸E²'·V¾æ¹t¹�¶�¸+·$² Ì ·mÉE¸+¾H·�½Òº7¸~»
»Eº7·�º]¾?¸EµEÉE·tÉE¸+¾H·�½'Ù~Ïp²�¹'º7¸�µE³K²(�3¹'ºNÇ.¹�É+ÇæºÚ·$²j·$¿E²Ü¹�¶�¸+·$³5¾?àEÉE·5¾?¶�¸´·$¶�·$¿E²v¶¯ÉE·$µEÉE·)ÉE¸+¾?·�½ Þ3µE³5¾?¶�³
·$¶�·$¿E²k¶�ÉE·$µEÉE·p¸E¶�¸+ÇÈ¾?¸E²Uº7³5¾?·5Ø~ß�ÐÑ¶�³{ºNÇÈÇfµ~¶1½$½�¾Hà+Ç?²j¹�¶�Íjà+¾H¸~ºÚ·5¾?¶�¸~½a¶7ÐfÇH²�ÐÑ·{ºÚ¸~»�³5¾?Ã�¿+·{¹�¶¯¸1·$² Ì ·�½'Ù
º7¸~»tÐÑ¶�³$Í�º)·�º7à+Ç?²Ò¶7Ð~·$¿E²U½V²{¹�¶�¸+·$³5¾?àEÉE·5¾?¶�¸~½'Å 0 ÉE³V¾H¸EÃt³$²U¹�¶�Ã¯¸+¾H·V¾H¶¯¸cÙ7·$¿E²ÒµE³$²(�3½�¾HÃ¯Í�¶7¾.»]¶�ÉE·$µEÉE·
¼�ºNÇ?ÉE²U½t³$²U½5É+Ç?·5¾?¸EÃ�Ð ³K¶�ÍÛ»Eº7·�º§¼�²U¹�·$¶�³�½k¹'º7¸�à~²�¹�¶�Í�µEÉE·K²U»�à+Øäº]ÐÑ¶�³$Ï)º7³�»dµ~º�½$½p¶�¸�·K¿E²�¸E²'·
Ð ¶�³j²Uº�¹K¿�ÐÑ³�º7Í�²�Å >E¶¯³Ü²Uº¯¹$¿�¿+Ø1µS¶�·$¿E²'·5¾.¹'ºNÇt·$³5¾?µE¿E¶�¸E²�Í�¶¢»+²�Ç3Ùm·$¿E²U½V²�¹�¶�¸1·K³5¾?àEÉE·5¾?¶�¸~½jÐÑ³$¶�Í
·$¿E²!»Eº7·�º´¾?¸EµEÉE·�½�¹'º7¸�àS²	º�»E»+²U»�·$¶Õ·$¿E²!¹�¶�³K³$²U½5µ~¶¯¸~»¯¾H¸EÃ�¹�¶¯¸1·$² Ì ·�¹�¶�¸+·$³5¾?àEÉE·5¾?¶�¸~½�ÐÑ³$¶�Í
·$¿E²v·�º7à+Ç?²�Å ã ¿E²vÍdº7Ä5¶�³Ò¸E²'Ï ¹�¶¯Í�µEÉE·�º7·5¾?¶�¸�Þ ¾H¸�¹�¶¯Í�µ~º7³5¾.½5¶�¸�Ïá¾H·K¿�·$¿E²vÍ�¶�¸E¶�µE¿E¶¯¸E²�¹'º�½5²7ß
·$¿E²'¸�¾.½�½T¾?Í�µ+Ç?Ø�·$¿E²�¹�¶+½5·j¶7Ð�½5¶�Í�²dÇH¶+¶�Ô+ÉEµ~½'ÙmàS¶�·$¿�ÐÑ¶�³j·$¿E²�¹�¶�¸+·$² Ì ·KÉ~ºNÇÎ¹�¶�¸1·K³5¾?àEÉE·5¾?¶�¸~½'Ù
º7¸~»�Ð ¶¯³)·$¿E² -~¸~ºNÇ;½�¾HÃ¯Í�¶7¾.»EºNÇJ¸E¶�¸+ÇÈ¾?¸E²Uº7³5¾?·5Ø�ÙfÏ)¿+¾.¹K¿�ÍjÉ~½5·p¸E¶7Ï à~²]³$²(�3¹�¶�Í�µEÉE·$²U»�ÐÑ¶�³)²Uº¯¹$¿
¿1Ø+µ~¶�·K¿E²U½T¾.½5²U»�·$³V¾HµE¿E¶¯¸E²�Þ�º�½á¶�µEµ~¶1½V²U»d·$¶�¶�¸~¹�²vµS²'³)ÐÑ³�º7Í�²�ÙEº�½â¾?¸�·K¿E²vÍ�¶�¸E¶�µE¿E¶�¸E²j¹'º�½5²7ß�Å
À3¸dµE³�º�¹�·5¾.¹�²t·$¿+¾.½Ò¶¯¸+ÇHØ�»+¶�ÉEà+Ç?²U½p¶¯³m·$³5¾?µ+Ç?²U½p·$¿E²Î¹�¶�Í�µEÉE·�º7·5¾?¶�¸�·V¾HÍ�²�Ù1ºv³K²Uº�½5¶�¸~º7à+Ç?²v¹�¶1½5·âÐ ¶�³
·$³5¾?µE¿E¶�¸E²�Í�¶¢»+²�Ç.½'Å
7 ½dº7¸�² Ì º7Í�µ+Ç?²�ÙaÇ?²'·dÉ~½�¹�¶�¸~½�¾æ»+²'³�·K¿E²!¹'º�½5²´¶7Ð

p(c
�

j |qk, cr� , xt)
ÅpÖ´¶�³$²dÐÑ¶�³$Í�ºNÇÈÇ?Ø�ÙâÇH²'·K·5¾?¸EÃ

Yj(qk, cr� )
à~²t·$¿E²Î¹�¶¯¸1·$³V¾HàEÉE·V¾H¶¯¸�·$¶v·K¿E²ÎµE³$²(�3½�¾HÃ�Í�¶7¾.»�¶�ÉE·KµEÉE·mÐÑ¶�³Ò½5·�º7·K²

qj
ÐÑ¶�³Ò·$¿E²kµE¿E¶�¸E²'·5¾.¹

¹�¶�¸1·K² Ì ·j»+²'µ~²'¸~»+²'¸+·�µ~º7³K·5¾?·5¾?¶�¸�¶ÚÐá·K¿E²�¸E²'·UÙmº7¸~» Ç?²'·$·5¾?¸EÃ
Zj(xt)

àS²�·$¿E²�¹�¶�¸+·$³5¾?àEÉE·5¾?¶�¸�·$¶
·$¿E²vµE³$²(�3½T¾?Ã�Í�¶Ú¾æ»´¶�ÉE·KµEÉE·pÐ ¶¯³á½V·�º7·$²

qj
ÐÑ¶�³)·K¿E²�»Eº7·�º]¼�²U¹�·$¶�³á¾H¸EµEÉE·NÅ ã ¿E²'¸

p(c
�

j |qk, cr� , xt) = ƒ(Yj + Zj) ,
Þ.! 5 ß

Ï)¿E²'³$²
ƒ

¾.½�·$¿E²)½5·�º7¸~»EºÚ³�»�½T¾?Ã�Í�¶7¾.»]Ð ÉE¸~¹�·V¾H¶¯¸cÅ 7
(K × L × L)

�3»¯¾HÍ�²'¸~½T¾?¶�¸~ºNÇc·�º7à+Ç?²
Y

¾.½m¹�¶�Í �
µEÉE·$²U»�ºNÐÑ·$²'³Ò¸E²'·5Ïp¶�³$Ô]·$³�ºN¾?¸+¾?¸EÃ�à+ØÜ³KÉE¸E¸+¾H¸EÃ�·$¿E²ÎµE¿E¶¯¸E²'·5¾.¹.�3¹�¶�¸1·K² Ì ·)»+²'µ~²'¸~»+²'¸+·tµ~º7³$·5¾?·5¾?¶�¸
¶7ÐJ·$¿E²t¸E²'·5Ï{¶¯³$ÔdÞ3Ï)¿+¾.¹$¿�¿~º¯½Ò¸E¶]¾?¸EµEÉE·�½aÐÑ³$¶�Í�·$¿E²v»Eº7·�º]¼�²U¹�·K¶�³'ß

K × L × L
·5¾?Í�²U½'Ù¯¾3ÅI²�Å+ÐÑ¶�³

ºNÇÈÇáµS¶1½$½T¾?à+Ç?²�¶¯ÉE·$µEÉE·�ÉE¸+¾?·�½�ºÚ¸~»�ÐÑ¶�³Üº�Ç Ç)µS¶1½$½T¾?à+Ç?²�¹�¶�Íjà+¾?¸~º7·5¾?¶�¸~½j¶7Ð)µE¿E¶�¸E²'·V¾æ¹�¹�¶¯¸1·$² Ì ·�½'Ù
Ïp¾?·$¿�¸E¶�¶�ÉE·$µEÉE·�½T¾?Ã�Í�¶7¾.»�¹�¶�Í�µEÉE·�º7·V¾H¶¯¸cÅ ã ¿+¾æ½§·�º7à+Ç?²�Ç?¶1º¯»¯¾H¸EÃÕ¾.½�º´¸E²'Ã7ÇÈ¾?Ã7¾?à+ÇH²	º7Í�¶�ÉE¸1·
¶7Ðá¹�¶�Í�µEÉE·�º7·5¾?¶�¸�¹�¶�Í�µ~º7³$²U»´·$¶d·$¿E²j·$³�º�¾H¸+¾?¸EÃ´¶7ÐÒ·$¿E²j¸E²'·5Ï{¶¯³$Ô Å 0 ÉE³5¾?¸EÃ�³$²U¹�¶�Ã�¸+¾?·5¾?¶�¸cÙ Ð ¶�³
²Uº�¹$¿�º�¹�¶�É~½5·5¾.¹j¼¯²U¹�·$¶�³

xt
ÙS¾?· ¾æ½ ·$¿E²'¸	²'¸E¶�ÉEÃ¯¿�·$¶�³KÉE¸	²Uº�¹K¿ Ö�� 2z¶�¸+Ç?Ø�¶�¸~¹�²d·$¶�Ã�²'·v·$¿E²

¹�¶�¸1·K³5¾?àEÉE·5¾?¶�¸
Zj

¶7Ðp·$¿E²�»Eº7·�º�¾H¸EµEÉE·�½tÐÑ¶�³v²Uº�¹K¿!¶¯ÉE·$µEÉE·vÉE¸+¾?·
qj

Å >E¶�³t²Uº�¹K¿	¿1Ø+µ~¶¯·$¿E²'·5¾.¹'ºNÇ
·$³5¾?µE¿E¶�¸E²�Í�¶¢»+²�Ç3Ùm·$¿+¾.½d¹�¶�¸+·$³5¾?àEÉE·5¾?¶�¸

Zj
Ä5É~½5·�¿~º¯½j·$¶�à~²�º�»E»+²U»�·$¶�·$¿E²�¹�¶¯³$³$²U½5µS¶�¸~»¯¾?¸EÃ

¹�¶�¸1·K² Ì ·�¹�¶¯¸1·$³V¾HàEÉE·V¾H¶¯¸
Yj

¶�àE·�º�¾H¸E²U» à1Ø�º	½T¾?Í�µ+Ç?²´Ç?¶1¶¯Ô1ÉEµ ¾H¸�·�º7à+Ç?²
Y

ÅmÀ3¸ Ð º¯¹�·UÙ�·$¿+¾.½j¾.½
²�9�É+¾?¼�º�ÇH²'¸+·�·K¶�¹�¶�¸~½T¾.»+²'³5¾?¸EÃ

Yj
º�½tº7¸�º�»E»+²U»´à+¾.º�½vÞT¶7Ð;¶¯ÉE·$µEÉE·ÎÉE¸+¾?·

qj
ßa·$¿~º7·v»+²'µ~²'¸~»E½t¶�¸

·$¿E²�µE¿E¶�¸E²'·V¾æ¹´¹�¶�¸+·$² Ì ·NÅ /pÐÜ¹�¶�ÉE³�½5²�Ùâ·$¿E²�½$º7Í�²´Í�²'·$¿E¶E»�¹'º7¸�àS²!º7µEµ+ÇÈ¾?²U»¡·$¶�·$¿E²�Ö�� 2
¹�¶�Í�µEÉE·5¾?¸EÃ

p(cr� |qk , xt)
Å 7 Ç.½5¶~Ù;Ð ¶�³

p(c
�

j |qk, cr� )
º7¸~»

p(cr� |qk)
¾H·§¾æ½�½5É+åä¹K¾?²'¸1·�·$¶	¹�¶�Í�µEÉE·$²

ÇH¶+¶�Ô&�ÑÉEµ�·�ºÚà+ÇH²U½tº7·p·$¿E²]²'¸~»�¶7ÐJ·K¿E²�·$³�º�¾H¸+¾?¸EÃ�µE¿~º¯½5²vÐÑ¶�³)É~½5²t¾?¸ÕÞ'��ß�Å
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¬ �7|c� �ä|c| ������°��d¬���	t| ��� ¥ |
� $,!��>*,&%!�����&�������! ���  >� �-� *,!#�
À3¸�²�9¯É~º7·5¾?¶�¸´Þ � ß�Ù¯Ï)¿E²'¸ä½Vµ+Ç ¾?·$·V¾H¸EÃd·$¿E²t¶�³5¾?Ã7¾?¸~ºNÇJÖ�� 2�Ïp¾?·$¿

K × L
¶�ÉE·KµEÉE·{ÉE¸+¾?·�½â¾?¸+·$¶j·�Ïp¶

½5Í�ºNÇÈÇ?²'³�¸E²'·5Ïp¶�³$ÔE½]Ïp¾?·$¿
K

º7¸~»
L

¶�ÉE·$µEÉE·�½§³$²U½5µ~²U¹�·V¾H¼¯²�ÇHØ�Ùa·$¿E²�¸+ÉEÍjà~²'³�¶7Ðvµ~º7³�ºÚÍ�²'·$²'³�½
¾æ½j»+³�º¯½5·5¾.¹'ºNÇÈÇ?Ø	³$²U»+É~¹�²U»fÙ�Ï)¿+¾.¹$¿�¹�¶�É+Ç.»�º �c²U¹�·]·$¿E²�9¯É~ºNÇÈ¾H·5Ø�¶7Ð)·$¿E²�¹�¶¯¸~»¯¾H·V¾H¶¯¸~ºNÇÎ»¯¾æ½V·$³5¾?àEÉ��
·5¾?¶�¸~½437²U½5·5¾?Í�ºÚ·5¾?¶�¸cÅ�Æ)¶7Ïp²'¼�²'³UÙNµ~º7³�ºÚÍ�²'·$²'³m³$²U»+É~¹�·5¾?¶�¸§¾æ½�² Ì º�¹�·5Ç?Øj·$¿E²)ºN¾?Í ¶ÚÐ~·$¿E²)µE³$¶�µS¶1½5²U»
º7µEµE³$¶1º�¹K¿cÙcàS¶�·$¿	·K¶�³$²U»+É~¹�²�¹�¶�Í�µEÉE·�º7·5¾?¶�¸�ºÚ¸~»	·$¶d¾?Í�µE³K¶�¼¯²�Ã�²'¸E²'³�ºNÇÈ¾æ½Kº7·5¾?¶�¸cÅ 7 ½�¾?·ÜÏ)º�½
»+¶�¸E²�ÐÑ¶�³

p(qk| 1 )
º7àS¶�¼¯²j¾?·�Ïp¾ÈÇÈÇ)à~²d¸E²U¹�²U½$½$º7³$Ø�·$¶ -~¸~»�ÞT²�ÅIÃ~Åfà+Ø!É~½�¾H¸EÃ	¹�³$¶+½$½,�Ñ¼�º�Ç ¾.»Eº7·V¾H¶¯¸

·$²U¹$¿E¸+¾:9¯ÉE²U½�ßj·$¿E²�¸+ÉEÍjà~²'³�¶7Ðv¿+¾.»E»+²'¸¡ÉE¸+¾H·�½�Þ�ºÚ¸~»�¿E²'¸~¹�²�·$¿E²�¸+ÉEÍjà~²'³�¶7Ðvµ~º7³�ºÚÍ�²'·$²'³�½�ß
ÇH²Uº¯»¯¾H¸EÃ�·$¶v·$¿E²tà~²U½5·a²U½5·5¾?Í�º7·$²t¶7Ð

p(cj |qk, 1 )
Å ã ¿E²v»+²U½T¾?³$²U»�µE³$¶�à~º7à+¾ÈÇÈ¾?·5¾?²U½Î¹'ºÚ¸j¾?¸�µE³5¾?¸~¹K¾?µ+Ç?²

à~²�²U½V·5¾?Í�º7·$²U»ÝÏp¾?·$¿E¶�ÉE·Îº7¸+Ø�½5·�º7·5¾.½5·V¾æ¹'º�Ç;º�½$½5ÉEÍ�µE·5¾?¶�¸~½vÞT²�ÅIÃ~Å?Ù¯¾?¸~»+²'µ~²'¸~»+²'¸~¹�²7ß�Å /pÐâ¹�¶¯ÉE³�½5²�Ù
·$¿+¾.½p¾.½k¶�¸+Ç?Ø�Ã�É~º7³�º7¸1·K²'²U»�¾ ÐÒ·K¿E²�·$³�º�¾H¸+¾?¸EÃ�»+¶1²U½k¸E¶�·)Ã¯²'·Î½5·$É~¹KÔd¾?¸!º]Ç?¶E¹'ºNÇ;Í§¾H¸+¾?ÍjÉEÍ º7¸~»
¾ ÐÒ·K¿E²'³$²�º7³$²v²'¸E¶�ÉEÃ¯¿�µ~º7³�ºÚÍ�²'·$²'³�½'Å

� $,! ��(� "(��-(�)�������� ��� &%!�����&�� ��� ! � *,!#�
7 ½�½V¿E¶�Ïk¸ º7àS¶7¼�²�Ù�Ï)¿+¾ÈÇH²´³$²U»+É~¹K¾?¸EÃ�·K¿E²�¸1ÉEÍjà~²'³�¶7ÐÎµ~º7³�ºÚÍ�²'·$²'³�½'Ù�·$¿E²�½5µ+ÇÈ¾?·$·5¾?¸EÃ�¶7ÐÎ·$¿E²
¸E²'·�Ïp¶�³KÔ	¾?¸+·$¶�·5Ïp¶�½5ÍdºNÇÈÇH²'³�¸E²'·5Ïp¶�³$ÔE½j³$²U½VÉ+ÇH·�½�¾H¸�ÍjÉ~¹$¿¡Ã�³$²UºÚ·$²'³�¹�¶�Í�µEÉE·�º7·5¾?¶�¸�¾?¸¡·$¿E²
¹�¶�¸1·K² Ì ·$É~º�ÇJ¸E²'·5Ï{¶¯³$Ô Å ã ¶�ºN¼�¶7¾.»�·$¿+¾.½kµE³$¶�à+Ç?²'Ío¾?·t¾.½)µE³$¶¯µ~¶1½5²U»´·$¶�³$²U½5·$³5¾.¹�·t·$¿E²�·K¶�µ~¶7Ç?¶�Ã¯Ø
¶7Ð)·$¿E²ä½V²U¹�¶�¸~»	¸E²'·5Ïp¶�³$Ô	½5¶´·$¿~º7·]¸E¶!¿+¾.»E»+²'¸�ÉE¸+¾?·�½5¿~º7³$²U½ ¾?¸EµEÉE·jÐÑ³$¶�Í�àS¶�·$¿

qk
ºÚ¸~» 1 Å

ÁÒ¶�¸~½5²�9¯ÉE²'¸1·VÇHØ�Ù ·$¿E²
qk

¾?¸EµEÉE·Î¶¯¸+ÇHØ�¹K¿~º7¸EÃ�²U½a·$¿E²v¶¯ÉE·$µEÉE·)·$¿E³$²U½V¿E¶7Ç.»E½'Å~Æk¶�Ïp²'¼�²'³NÙ1ºj³$²U¹�²'¸+·
² Ì µS²'³5¾?Í�²'¸1·vÏá¾H·K¿dÐ ³�ºÚÍ�²�¹KÇ.º�½$½T¾;- ¹'º7·5¾?¶�¸´ÐÑ¶�³Î¹�¶�¸+·5¾?¸+ÉE¶�É~½Î½Vµ~²'²U¹K¿	Þ3·$³�ºN¾?¸E²U»�É~½T¾?¸EÃ�!��%)EÙ�)=)%)
µ~º7·$·$²'³$¸~½ ÐÑ³$¶�Í � )%)´½5²'¸+·$²'¸~¹�²U½jÉE·$·$²'³K²U»�à1Ø�º�½5µS²Uº7Ô�²'³j¾?¸�·$¿E² 3 ²U½5¶�ÉE³�¹�²�Ö�º7¸~º7Ã¯²'Í�²'¸1·
¹�¶�¸1·V¾H¸+ÉE¶�É~½m½5µS²'²U¹$¿�³$²U¹�¶�Ã�¸+¾?·5¾?¶�¸�¹�¶�³$µEÉ~½CßJ½5ÉEÃ�Ã�²U½5·K²U»v·$¿~º7·�·$¿+¾.½Ò»¯¾.»]¸E¶�·Òº �c²U¹�·�·$¿E²{¹�¶¯³$³$²U¹�·
²U½5·5¾?Í�º7·5¾?¶�¸�¶7Ð

p(cj|qk , 1 )
ÅmÀT¸�·$¿+¾.½�² Ì ºÚÍ�µ+Ç?²�Ùp·$¿E²�¸E²'·5Ï{¶¯³$Ô�Ïá¾H·K¿ º�½5µ+ÇÈ¾H·�¿+¾.»E»+²'¸�Ç.ºNØ�²'³

µE³$²U»¯¾.¹�·$²U»�Þ Ð ¶�³�ºd·K²U½5·�½5²'·v¶7Ð 5 	 Ù�)%)=)�µ~º7·K·$²'³$¸~½kÐÑ³$¶�Í !�)%)�½5²'¸+·$²'¸~¹�²U½�ßt·$¿E²�¹�¶�³$³$²U¹�·v³5¾?Ã�¿+·
¹�¶�¸1·K² Ì · � 5 Å � - ¶7ÐÒ·$¿E²]·5¾?Í�²�Ù~Ïk¿+¾ Ç?²�º�¸E²'·5Ïp¶�³$ÔdÏp¾?·$¿	ºjÉE¸+¾;-~²U»	¿+¾.»E»+²'¸�Ç.ºNØ�²'³tµE³$²U»¯¾.¹�·$²U»
·$¿E²�¹�¶�¸+·$² Ì · � 5 Å � - ¶7Ðm·$¿E²v·5¾?Í�²�ÙSº7¸�²�9�É+¾?¼7ºNÇ?²'¸1· -~Ã�ÉE³K²�Å

�:&�!#�-� � � *,��&�� &�! �D�,�-�%� ��*�� ��(+*>��� �>���-(+*
2m³5¾?¶�³j·$¶´² Ì µS²'³5¾?Í�²'¸1·V¾H¸EÃ�Ïp¾?·$¿�·$¿E²´Á 0 � �ÐÑ¶�³�¹�¶�¸+·5¾?¸1ÉE¶�É~½j½5µS²'²U¹$¿�³K²U¹�¶�Ã�¸+¾?·5¾?¶�¸�É~½T¾?¸EÃ
à+¾HµE¿E¶¯¸E²Üº7¸~»d·$³V¾HµE¿E¶¯¸E²vÍ�¶¢»+²�Ç.½tÞT·$¶�àS²v³$²'µ~¶�³K·$²U»�º7·{º Ç.º7·$²'³t»Eº7·$²7ß�Ù¯Ï{²tÏ)º7¸+·$²U»�·K¶§¹K¿E²U¹KÔ
² Ì µS²'³5¾?Í�²'¸1·�ºNÇÈÇHØj·$¿~ºÚ·c·$¿E²{½Vµ+Ç ¾?·ÒÖ�� 2´Ï)º�½f²�9¯É+¾?¼�ºNÇ?²'¸+·Ò·$¶)·K¿E²Ò¶�³5¾?Ã7¾?¸~ºNÇE¶�¸E²�ÅN±	²{¹�¶¯Í�µ~º7³$²U»
à+¾HµE¿E¶¯¸E²ÜµE³K¶�à~º7à+¾ÈÇÈ¾H·V¾H²U½ Ã�²'¸E²'³�º7·K²U»�à+Ø�·$¿E²]¶�³5¾?Ã7¾?¸~ºNÇ;ºÚ¸~»�½5µ+ÇÈ¾?·�Ö�� 2 ÐÑ¶�³)·$¿E²�½Vµ~²Uº7Ô�²'³k¾?¸��
»+²'µ~²'¸~»+²'¸+· 3 ²U½5¶�ÉE³�¹�²�Ö�º7¸~ºÚÃ�²'Í�²'¸+·�»Eº7·�º7à~º�½5²�Å ã ¿E²�¸+ÉEÍjà~²'³v¶7Ðp¿+¾æ»E»+²'¸�ÉE¸+¾?·�½t¾?¸	²Uº¯¹$¿
Ö ��2	Ï)º�½m¹K¿E¶1½5²'¸�½5É~¹K¿�·$¿~º7·m·$¿E²t¸+ÉEÍÜàS²'³Ò¶7Ðcµ~º7³�º7Í�²'·$²'³�½�Ï)º�½mºÚµEµE³$¶ Ì ¾?Í�º7·K²�ÇHØj·$¿E²t½$º7Í�²
¾H¸Õà~¶�·$¿�¹'º�½5²U½'Å 7 ÐÑ·$²'³Î¿~ºN¼¯¾?¸EÃ�·$³�ºN¾?¸E²U»´à~¶�·K¿ ¹'º¯½5²U½)¶¯¸ � Ù�)%)%)�½V²'¸1·$²'¸~¹�²U½2Ùfà+¾HµE¿E¶¯¸E²�µE³$¶�à��
º7à+¾ÈÇ ¾?·5¾?²U½jÏp²'³$²�¹�¶�Í�µEÉE·$²U»�¶�¸�ºd·K²U½5·�½5²'·v¶7Ð !�)%)�½5²'¸+·$²'¸~¹�²U½vµE³K¶�¸E¶�ÉE¸~¹�²U»�à+Ø � »¯¾ �c²'³$²'¸+·
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½5µ~²Uº7Ô¯²'³�½'ÙNØ�¾?²�Ç.»¯¾?¸EÃ§ºt·K¶�·�ºNÇ1¶ÚÐ !*�1Ù�)�! 	 Ù�)%$%$aµE³$¶¯à~º7à+¾ÈÇ ¾?·5¾?²U½'Å ã ¶�¹�¶¯Í�µ~º7³$²aà~¶�·$¿�½5²'·�½�¶7Ð~µE³$¶�à��
º7à+¾ÈÇ ¾?·5¾?²U½kÏp²Î¹�¶�Í�µEÉE·$²U»§·$¿E²�¹�¶¯³$³$²�Ç.º7·5¾?¶�¸�¹�¶+²�åä¹K¾?²'¸+·{·K¶�à~² )EÅ � � Ù�º7¸~»j·$¿E²kÍ�²Uº7¸�º7à~½5¶7Ç?ÉE·$²
»¯¾ �c²'³$²'¸~¹�²´·$¿~º7·�Ï)º�½]²�9¯É~ºNÇÎ·$¶1)EÅ )%)�!*�1Å ã ¿+É~½'Ùm·$¿E²�·5Ïp¶!½5²'·�½j¶7ÐvµE³$¶�à~º7à+¾ÈÇÈ¾?·5¾?²U½�º7³$²�½T¾?Ã%�
¸+¾ - ¹'ºÚ¸1·5Ç?Ø�¹�¶�³$³$²�Ç.º7·K²U»fÅ ã ¿+¾.½j½5ÉEÃ�Ã�²U½V·�½t·$¿~º7·�Á 0 � � Í�ºNØ�à~²�º�Ã¯¶1¶E»�Ï)ºNØ�·$¶�¹�¶�Í�µEÉE·$²
¹�¶�¸1·K² Ì ·Î»+²'µS²'¸~»+²'¸1·vµE³K¶�à~º7à+¾ÈÇÈ¾H·V¾H²U½ Ïp¾?·$¿�¸E²'·�½p·$¿~º7·)¿~ºN¼�²�ºÜÇ ¾?Íj¾?·$²U»´¸+ÉEÍjà~²'³t¶7Ð;µ~ºÚ³�º7Í�²(�
·$²'³�½mº7¸~»j·K¿~º7·m³$²�9¯É+¾H³K²�º7¸�º�¹'¹�²'µE·�º7à+Ç?Ø�½5Í�ºNÇÈÇE¾?¸~¹�³$²Uº�½V²)¾?¸�¹�¶�Í�µEÉE·�º7·5¾?¶�¸�¶7¼�²'³m·K¿E²Î¹�¶�¸+·$² Ì ·
¾H¸~»+²'µS²'¸~»+²'¸1·j¹'º�½5²�Å
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������� �

� �� 	 ��� ��� 	 � 	�� �1��	 ��� � 	 � ��	 	

  � ��¤ �U��£t�������	t|c|
±	²!º7³K²!¹�ÉE³$³$²'¸+·5Ç?Ø�Ïp¶�³$Ô¯¾?¸EÃ�¶�¸¡½5²'¼�²'³�º�Ç�º7³$²Uº�½§¶7Ð ½Vµ~²'²U¹K¿ ³K²U¹�¶�Ã�¸+¾?·5¾?¶�¸cÙa¾?¸~¹KÇ?É~»¯¾H¸EÃ ¾?Í �
µE³$¶7¼�²U»�Ð ³K¶�¸1· �Ñ²'¸~»�½T¾?Ã�¸~ºNÇcµE³$¶E¹�²U½$½T¾?¸EÃ~Ùfº�¹�¶�É~½5·5¾.¹tÍ�¶E»+²�ÇÈÇÈ¾H¸EÃ�ºÚ¸~»�ÇæºÚ¸EÃ�É~º7Ã�²vÍ�¶E»+²�ÇÈÇÈ¾H¸EÃSÅ 7
µ~º7³$·5¾.¹�É+Ç.º7³]Ð ¶E¹�É~½t¾.½ ·$¶d¾?¸1·$²'Ã¯³�º7·$²j¶�ÉE³]¼�º7³5¾?¶�É~½ Í�²'·$¿E¶E»E½t¾?¸+·$¶�Ïp¶�³$Ô¯¾?¸EÃ~Ùf¸E²Uº7³'�Ñ³K²UºNÇ �Ñ·5¾?Í�²
½5Ø¢½V·$²'Í�½'Å

ã ¿E² 3 7 Â ã 7 � 2 ��2 Þ 3 ²�Ç.º7·5¾?¼�²�Â�µ~²U¹�·$³�ºNÇ;+ 2�²U¹�²'µE·$É~ºNÇ �S¾?¸E²Uº7³12m³$²U»¯¾.¹�·5¾?¶�¸fß�Í�²'·$¿E¶E» � � �3Ù
»+²'¼�²�Ç?¶�µ~²U»�à+Ø�Æk²'³$Í�º7¸~½5Ô+Ø�²'·�ºNÇ3ÅJº7·]À$Á)Â�À�Ùc¾.½�ºÚ¸�º7¸~ºNÇ?ØE½T¾.½�·K²U¹$¿E¸+¾:9¯ÉE²�»+²U½T¾?Ã�¸E²U»�·$¶�àS²
³$¶�àEÉ~½5·v·$¶�½V·$²Uº�»+Ø&�3½5·�º7·$²]¶�³�½TÇ?¶7ÏpÇ?Ø�¼�º7³$Ø¯¾?¸EÃ�Ð3º�¹�·$¶�³�½p¾?¸�½5µ~²'²U¹K¿cÙcÏ)¿+¾.¹K¿�º7³$²�º�½K½5ÉEÍ�²U»�·$¶
¹'º7³$³$Ø´ÇÈ¾?·$·5Ç?²dÇÈ¾H¸EÃ¯É+¾æ½V·5¾.¹�¾?¸+ÐÑ¶�³$Í�ºÚ·5¾?¶�¸cÅ ã ¿E²d²U½$½5²'¸+·5¾.ºNÇp¾.»+²UºEÙ�¾.½�·K¿~º7·�µ~º7³K·�¶7Ð�ºÚ¸�º7¸~ºNÇ?ØE½T¾.½
½5¿E¶�É+Ç.»¡¾?¸~¹KÇ?É~»+²�º�à~º7¸~»+µ~º�½K½ -EÇ?·$²'³5¾?¸EÃ�¾?¸zÇ?¶�Ã�½5µ~²U¹�·K³�ºNÇ§»+¶¯Í�ºN¾?¸cÅ 7 µEµ+ÇÈ¾.¹'º7·5¾?¶�¸�¶ÚÐÜ·$¿E²
3 7 Â ã 7 � 2 � 2zÍ�²'·$¿E¶E»d¾?¸�¶�¸+ÇÈ¾?¸E²�³$²U¹�¶�Ã�¸+¾?·5¾?¶�¸�² Ì µ~²'³5¾?Í�²'¸+·�½vº7·tÀ$ÁkÂ�À)¿~ºN¼�²�½5¿E¶7Ï)¸�¾?·v·$¶
à~²�³K¶�àEÉ~½5·p·$¶�¹K¿~º7¸EÃ�²U½â¾?¸�Íj¾.¹�³$¶¯µE¿E¶�¸E²�Ù ¹�¶¯Í�µ~º7³$²U»dÏp¾?·$¿�¶¯·$¿E²'³)º7¸~ºNÇ?Ø¢½�¾æ½kÍ�²'·$¿E¶E»E½'Ù~½VÉ~¹$¿
º�½�Í�²�Ç �3¹�²'µ~½V·$³$ÉEÍ º7¸~» 2 � 2�Å ã ¿+¾.½'Ù)º7¸~»�¶¯·$¿E²'³�² Ì µ~²'³V¾HÍ�²'¸1·�½2Ù{½5²'²'Í ·K¶�¾?¸~»¯¾æ¹'ºÚ·$²	·$¿~º7·
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